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Aproksymacije
Modele matematyczne

@ prognoza pogody

@ charakterystyka prgdowo-napieciowa lasera pétprzewodnikowego
@ przeptyw krwi w tetnicy

@ wycena opcji barierowych

@ odrestaurowywanie zdjecia
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Modele matematyczne
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@ przeptyw krwi w tetnicy
@ wycena opcji barierowych
@ odrestaurowywanie zdjecia
Co majg wspdlnego ze sobg?
@ Wszystkie wymagaja rozwigzania rownan rézniczkowych
czastkowych.
@ W praktycznie spotykanych przypadkach:

e nie ma jawnych wzoréw na rozwigzania

e analiza rozwigzan jest trudna
Konkluzja: rozwigzywanie takich rownan wymaga aproksymaciji i
uzycia komputera
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Aproksymacije
Zadania

@ Konstrukcja dyskretyzacji: MRS, MES, MSO, metoda spektralna,
element spektralny, metody bezsiatkowe etc.
Nowe dyskretyzacje: Nieciggta metoda Galerkina, metoda
mortarowa.
(M. Dryja, P. Krzyzanowski, P. Kowalczyk, L. Marcinkowski,
K. Sakowski).

@ Analiza : istnienie - jednoznacznos¢ rozwigzan zadania
dyskretnego - analiza zbieznosci , oszacowania btedu etc.
(M. Dryja, P. Krzyzanowski, P. Kowalczyk, L. Marcinkowski, K.
Moszynski, K. Sakowski)

@ Szybkie rozwigzanie powstatego uktadu réwnan

(M. Dryja, P. Krzyzanowski, L. Marcinkowski, K. Moszynski,
K. Sakowski)
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(M. Dryja, P. Krzyzanowski, P. Kowalczyk, L. Marcinkowski, K.
Moszynski, K. Sakowski)

@ Szybkie rozwigzanie powstatego uktadu réwnan - miliony czy
nawet miliardy niewiadomych
(M. Dryja, P. Krzyzanowski, L. Marcinkowski, K. Moszynski,
K. Sakowski)
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Aproksymacije

Metoda Galerkina i jej ograniczenia

Najprostszy, modelowy przyktad: stacjonarne réwnanie dyfuzji:

—Au="Ff w¢Q, u=0nao

Mnozac przez funkcje testowg i catkujac przez czesci dostajemy

/Vqudx:/fvdx Vv e H(Q)
Q Q
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Aproksymacije

Metoda Galerkina i jej ograniczenia

Problem (oryginalny)
Znalez¢ u € H}(Q) t.ze:

/Vqudx:/fvdx Vv e H{(Q)
Q Q
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Problem (oryginalny)
Znalez¢ u € H}(Q) t.ze:

/Vqudx:/fvdx Vv e H(Q)
Q Q

Jego aproksymacja w przestrzeni skonczenie wymiarowej Vj, C Hg (Q):

Problem (przyblizony)
Znalezé u € Vy t.ze:

/Vqudx:/fvdx Yv € Vj
Q Q
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Aproksymacije

Metoda elementu skonczonego (MES)

Problem (przyblizony)
Znalezé u € Vy t.ze:

/Vqudx:/fvdx Yv € Vj
Q Q

MES = metoda Galerkina + wybér V,, ¢ H'(Q):

Vh = {v € C(Q) : v, jest wielomianem st. < p}

Leszek Marcinkowski (IMSM) Aproksymacie i iteracje

21-04-2017
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Aproksymacije
Przyktad z fizyki laseréw

(K. Sakowski) Szukamy v, F,, F, € H'(R), takie ze dla kazdego
¢ € Hj 5, () zachodzi

/ c0caa(X) V1 (x) - Vo(x)dx = / g[p(x) — n(x) = Ny (x) + N (x)] 6(x)dx
X)N(X)V Fp(x) - Vé(x) / qR(x, ¥, Fp, Fp)(x)dx

o\n\

Lp(X)p(X)VFp(x) - Vo(x)dx = / qR(x, 1, Fpn, Fp)o(x)dx
Q

nx) = Nc<x>~exp(F"(X)—Et;f;>+qu>(x))

p(x) = Ny(x)- exp (EV(X) - F/;((;) - qw(X))

Nj(x) = Na(o[t+gaexp (Fn(x) — Ee(x) + E4(4) + qby)
Ny (x) = Na(x)[1+gaexp< ()+Ea(X)kTFp(x)—qw(x)>]—1
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Aproksymacije

Rekombinacje

SRH — 1P—of
e R (X7 n, p) - 7—F~)S’?""(n+n1 )+3,,5%H(n+p1 )’
Y Rrad()(7 n’ p) = Crad[np - nOpO]!

@ RA(x, n,p)= (C,/,‘“gn 4+ C,f“gp) (np — nopo).
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Aproksymacije

p-GaN (50 nm) l - \
777777777 >

p-GaN/p-AlusGaN
(26 A /26 A) * 80 SL

p-GaN (70 nm)

InoosGaN:Si 8 nm) — InGaN /Ine.GaN:Mg

v
n-GaN (140 nm)~~ (45A/80 A)* 5 MQW

n-GaN/Alu.isGaN
(29 A /294 )*110 SL
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

Nieciggta metoda Galerkina

(M. Dryja, P. Krzyzanowski, P. Kowalczyk - dyskretyzacje i solvery, L.
Marcinkowski - solvery)
Zadanie modelowe:

—V(pVu)=1f wqQ, u=0 naodQ

p moze by¢ nieciggty.
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

Nieciggta metoda Galerkina

(M. Dryja, P. Krzyzanowski, P. Kowalczyk - dyskretyzacje i solvery, L.

Marcinkowski - solvery)
Zadanie modelowe:

—V(pVu)=1Ff wQ, u=0 naoQ
/qu-Vvdx:(f,v)Q:/fv W e H(Q)
Q Q

p moze by¢ nieciagly.
Triangulacja T, na Q
@ Niezgodna, regularna, lokalnie jednorodna h; ~ |e;| ~ h;
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

Przyktadowa siatka Tp
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — metoda penalizacji skokéw

Przestrzenh elementu skonczonego:

Vh={veL?Q): v, € Po(k) Vre Ty
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — metoda penalizacji skokéw

Przestrzenh elementu skonczonego:

Vhi={veL?Q): v, € Po(k) Ve Th} & H)(Q)

Zalety:

@ tatwa praca z siatkami niezgodnymi
— h-refinement

@ tatwe praca z wielomianami réznego/wysokiego stopnia
— p-refinement
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — wariant SIP (penalizacji skokdw)

Z/,OVUVV
k K
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — wariant SIP (penalizacji skokdw)

> [ovuvve 3 [y

= (f,v)q

gdzie § > 0 dost. duze oraz dla x € g = k; N K;

_ op° pipj
lejl pi + pj’

v(x) (U] = uini+upn;
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — wariant SIP (penalizacji skokdw)

Z/quVer Z/'y[u][v]
k K e e
-3 [(vunv
e e
= (f,v)a
gdzie § > 0 dost. duze oraz dla x € g = k; N K;

_ 0P pip;
el pi + o)’

~y(x) [ul =uini+un;
{V V}w = w/'p,'VU/ + UJ,'p/'VUj,
przy czym w; = p/'/(p,‘ + pj).
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

DGFEM — wariant SIP (penalizacji skokdw)

VuVv + [u][v]
S [rvuwvt T [

- Y [(vupm

- % [ {9vhela = (e

gdzie § > 0 dost. duze oraz dla x € g = k; N K;

_ 0P pip;
el pi + o)’

~y(x) [ul =uini+un;
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Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

Aproksymacja DGFEM SIP

Twierdzenie
Dla dostatecznie regularnego rozwigzania doktadnego u*

mm(ps) 1/2
[llu = ul] <Z o1z 21 W ke

gazie

lull = 3 [ #9u- Vuee+ Y [ 51ul - e

[Perugia and Schétzau, 2005], [Houston, Schwab and Siili, 2000]
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Metoda mortarowa

Aproksymacije Nieciagta metoda Galerkina

mk |< m,l

I~
N/

Q

I

kl

Rysunek: Niezgodne siatki na krawedzi Iy.

Leszek Marcinkowski (IMSM)

Aproksymacie i iteracje

21-04-2017
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Aproksymacje Metoda mortarowa

Metoda mortarowa

@ Przestrzen dyskretna mortarowa

VI = {u e Xp(Q): ¥ dmy T,

Vi € MY(5,)) / (Ui — Unsy, )0 dS =0},

T

@ Zadanie dyskretne: znajdz u, € V"
Z/ VUuiVvydx = f(vy) Vv e V.
k%
@ Oszacowanie btedu:

D NIVU = thliEaq,) < €D Milulie,)
k k
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Aproksymacje Metoda mortarowa

Miliony czy nawet miliardy niewiadomych

@ Po dyskretyzacji otrzymujemy ogromne uktady réwnan liniowych
lub nieliniowych - ilo$¢ niewiadomych rzedu milionéw czy nawet
miliardow.

@ Standardowe solvery dla réwnan nielioniowych wymagaja
rozwigzywania zlinearyzowanych uktadéw réwnan liniowych

@ Metody bezposrednie nie dziatgja - potrzeba stosowania metod
iteracyjnych np. CG czy GMRES.
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza
Gordon Bell Prize 2016

@ Zesztoroczna nagroda Gordona Bella w HPC (high-performance
computing): 10M-rdzeni skalowalny w petni zamkniety solver dla
Dynamiki Atmosfery (Nonhydrostatic Atmospheric Dynamics)

@ Sunway TaihuLight superkomputer

e 10.5M rdzeni,

e Wydajnos¢ 7.95 PFLOPS in podwadjnej precyzji

e rozdzielczos¢ horyzontalna: 488m (ponad 770 miliardéw
niewiadomych)

e symulacja ok 0.07 roku w ciggu dnia
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza
Gordon Bell Prize 2016

@ Zesztoroczna nagroda Gordona Bella w HPC (high-performance
computing): 10M-rdzeni skalowalny w petni zamkniety solver dla
Dynamiki Atmosfery (Nonhydrostatic Atmospheric Dynamics)

@ Sunway TaihuLight superkomputer

e 10.5M rdzeni,

e Wydajnos¢ 7.95 PFLOPS in podwadjnej precyzji

e rozdzielczos¢ horyzontalna: 488m (ponad 770 miliardéw
niewiadomych)

e symulacja ok 0.07 roku w ciggu dnia

@ Solver: addytywna metoda Schwarza - metoda dekompozycji
obszaru
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza Alternujaca Metoda Schwarz na 2 podobszarach

Alternujgca Metoda Schwarz

Oryginalny rysunek Schwarza
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza Alternujaca Metoda Schwarz na 2 podobszarach

Alternujgca Metoda Schwarz - zadanie modelowe

Liniowe eliptyczne RRcz

Lu:=—-Au=f in Q
u=0 on 90

Obszar Q = Q1 U Qo i Q1 N Qo # 0.

Q
Q ’

M = 0904 \ o9 and Mo =00 \ 09.
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza Alternujaca Metoda Schwarz na 2 podobszarach

Alternujgca Metoda Schwarz - zadanie modelowe

u® dane, wtedy, iterujemy for n = 1,2, ...: rozwigzujac

N7/ )
uf = 0 on 099Q;NN

up = U'zn'*1 on [

VAN Ug = f in Qg
ug = 0 on 9NN
U? on I»

otrzymuijac u;.
Process zbiega. (P. Lions)
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Metody Dekompozycji Obszaru- metody Schwarza Posta¢ macierzowa

Metoda Alternujgca Schwarza - Posta¢ macierzowa

Po dyskretyzacji analogicznie - u® € V" dane, wtedy,dlan=1,2, ...
rozwigzujemy

A1U1n = f1 in Q4

uy = u£_1 on [}
otrzymujac uf € Vy i
Ag Ug = fg in Qg
ug = uf on Ty

otrzymujac uj € Va.
Warunki zerowe na 0f2 sg wprowadzone w zadanie dyskretne.

Leszek Marcinkowski (IMSM) Aproksymacie i iteracje 21-04-2017 22/31



Prekonditionery

Prekonditionery

Symetryczna dodatnio okreslona (SDO) macierz A:
Ax=f
Metoda iteracyjna CG (sprzezonych gradientéw) = szybko$¢

zbiezno$C¢i zalezy od k(A) = Amax/Amin WSpOtczynnik uwarunkowania
A.
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Prekonditionery

Prekonditionery

Prekonditioner - macierz B -SDO taka, ze
@ obliczenie Bx tanie

@ r(BA) << k(A) tak by CG dla BAx = Bf zbiegata szybciej (lub
inna metoda iteracyjna jesli B nie jest SDO).

@ Optymalny B = A~' ale obliczanie nie jest tanie....

@ Dla A z dyskretyzacji MESem: x(A) = O(h~2) lub gorzej gdy
wspotczynniki mocno nieregularne.
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Prekonditionery

Metoda Alternujgca Schwarza jako prekoditioner

Multiplikatywna metoda Schwarza:

U™ = " 4 By(f — Au")
un+1 _ Un+1/2+82(f_Aun+1/2)
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Prekonditionery

Metoda Alternujgca Schwarza jako prekoditioner

Multiplikatywna metoda Schwarza:
U™ = " 4 By(f — Au")
Uttt = T2 By (f — AuM12)
taczac 2 kroki:
U™ = u" + (By + By — BoABy)(f — Au™) = u" + Bys(f — Au")

tj. metoda iteracyjna Richardsona z niesymetrycznym
prekonditionerem
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Prekonditionery

Metoda Alternujgca Schwarza jako prekoditioner

Multiplikatywna metoda Schwarza:

U™ = " 4 By(f — Au")
un+1 _ Un+1/2+82(f_Aun+1/2)

taczac 2 kroki:
U™ =" + (By + Bz — BoABy)(f — Au") = u" + Bys(f — Au")

tj. metoda iteracyjna Richardsona z niesymetrycznym
prekonditionerem

Multiplikatywng metode Schwarza mozna zsymetryczowac.
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Prekonditionery Metoda Addytywna Schwarza

Metoda Addytywna Schwarza - prekonditioner

Metoda nie jest wspétbiezna
pomyst usunac czton tagczacy —BoAB; z Bys
(M. Dryja, O. Widlund)

Metoda Addytywna Schwarza - prekonditioner:
Bps = By + Bz = Bys — (—B2ABy)

lub rbwnowaznie:

A;l 0 0 0
B = Q1 _
= (% 0)+ (o AQ;>
B;f Bof moga by¢ obliczone niezaleznie.

Uogdlnia sie na wiele podobszaréw ale konieczna GRUBA siatka -
przestrzen globalna.
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Prekonditionery Metoda Addytywna Schwarza

Metody Schwarza : multiplikatywna i addytywna

@ Multiplikatywna Metoda Schwarza
U™t —u = (1= ByA) ... (I — BA) (I — B{A)(U" — u¥)

@ Prekonditioner: By dosta¢ Bysf wykonaj jeden krok metody z
u"=0

| — BysA = (I — ByA) ... (I — B:A)(I — B A) ZBH

@ Prekonditioner MSM nie jest rownolegty:

Bys = (By+...+By—ByABy_1—..))
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Prekonditionery Metoda Addytywna Schwarza

Metody Schwarza : multiplikatywna i addytywna

@ Multiplikatywna Metoda Schwarza
U™t —u = (1= ByA) ... (I — BA) (I — B{A)(U" — u¥)

@ Prekonditioner: By dosta¢ Bysf wykonaj jeden krok metody z
u"=0

| — BysA = (I — ByA) ... (I — B:A)(I — B A) ZBH

@ Prekonditioner ASM jest rownolegty:

BAS = BN+...+B1
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Prekonditionery Metoda Addytywna Schwarza

Oszacowanie uwarunkowania

Jesli zaktadka jest rozmiaru H i diam(Sy) jest rzedu H, i kazdy punkt Q
jest pokryty przez skoriczong ilos¢ podobszaréw Q) to

r(BasA) < CH™2
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Prekonditionery Gruba siatka

Gruba siatka

@ By = A, ' I] - gruby operator
@ Prekonditioner Addytywny Schwarza:

Bo + BAS

Theorem (bez grubej siatki)
Mamy

#(BagA) < CH™2
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Prekonditionery Gruba siatka

Gruba siatka

@ By = lyA, '] - gruby operator
@ Prekonditioner Addytywny Schwarza:

By + Bas

Theorem (z grubg siatka)
Mamy

1((Bo + Bas)A) < Cz

(M. Dryja, O. Widlund)
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Prekonditionery Gruba siatka

Silnie zmienny wspétczynnik

@ W wielu zastosowaniach silnie zmienny wspétczynnik p:
ue H(Q) / P(X)VUV dx = / frax Wve H\(Q)
Q Q
@ p gtadkie wewnatrz podobszaréw - wiele wynikéw MDO w ciagu ostatnich 20 lat (m.in.

M. Dryja, P. Krzyzanowski, L. Marcinkowski)

@  silnie zmienne wewnatrz podobszaréw - wyniki w ostatnich latach - adaptacyjne grube
siatki (m.in. L. Marcinkowski, M. Dryja)
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Koniec
Koniec

DZIEKUJE
ZA
UWAGE
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