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Gladkos¢ powierzchni moze by¢ rozpatrywana na dwoch poziomach:

e mikroskopowym — psuja ja osobliwosci takie jak chropowatos¢ albo
nieciaglo$¢ plaszczyzny stycznej lub krzywizny,

e makroskopowym — psujg ja zafalowania, splaszczenia,

samoprzeciecia.



Gladkos¢ na poziomie mikroskopowym mozna zapewnic przez zadbanie

o wystarczajaca klase ciaglosci geometryczne;.

Definicja1 Niech n > 1. Powierzchnia M wykazuje cigglos¢ geometryczng
rzedu n (jest klasy G™), jesli dla kazdego punktu tej powierzchni istnieje

w otoczeniu tego punktu lokalna regularna parametryzacja klasy C".

W praktyce stosuje si¢ powierzchnie sklejane ztozone z ptatow
parametrycznych klasy C*°. Trzeba zadbac¢ o to, aby ich parametryzacje
byly regularne i aby odpowiednie parametryzacje istnialy w otoczeniu

punktéw wspdlnych brzegow tych platow.



Gladkos¢ na poziomie makroskopowym mozna osiggnac przez
optymalizacje ze wzgledu na pewng miare jakosci powierzchni. Zwykle
jest to funkcjonal opisujacy ,,brzydkos¢” powierzchni, ktdra jest tym

wigksza, im wigksze s zafalowania lub inne wady ksztaltu.

Optymalizacja moze dotyczy¢ parametryzacji powierzchni (jej dobry
ksztalt jest wtedy efektem ubocznym optymalizacji) albo bezposrednio
ksztattu. Pierwsze podejscie jest prostsze. Drugie podejscie moze da¢

lepsze rezultaty.



Gladkie sklejanie par ptatow

Aby zapewnic gladkie sklejenie dwoch regularnych platow
parametrycznych wzdtuz wspdlnego brzegu, nalezy zadbac o istnienie
takiej funkcji reparametryzacji jednego z nich, aby powstala funkcja

sklejana klasy C".
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Wspolna krzywa brzegowa powstaje przez obciecie oryginalnych

parametryzacji ptatéw do v = v i t = t; zakladam, Ze oba obcigcia daja

identyczng parametryzacje¢ tej krzywej. Rownanie cigglosci pozycyjnej
p(s) =p*(u) dlakazdegos=u

zapisze w skrdcie tak: p = p*.

Niech f(u,v) = (s(u,v), t(u,v)) i niech

q(u,v) = p(s(u, v), t(u, v))
Rdézniczkowanie ze wzgledu na parametr v i obciecie daje pochodne

w kierunku poprzecznym do brzegu:
q, = svps + ?Vl_)t’
_ = = = ) - D
Qyy = SvvPs + TyvPr + Sy Pss + 2svlv Py + 1Py
itd. (w miare potrzeb, ale na ogol powyzsze wzory wystarczaja

w zastosowaniach praktycznych).



Réwnania cigglosci geometrycznej dostaniemy, zadajac, aby zachodzity

rownosci

P =p

E; =SyPs + tyPy,

Py = SvvPs + tyyPy + E%fss + 25pty Py + Exzzﬁtt itd.,
co oznacza nalozenie na plat p* warunkoéw interpolacyjnych. Mozna
przyjac arbitralnie odpowiednio gladkie funkgje s;, ¢;, opisujace obcigcia

pochodnych funkcji s i t. Wtedy mamy réwnania

* —

P =P

P: - 511_)5 + tlﬁt’

B 5 2+ — 2= :
Pyv = 2Ps + 2Py + 51 Pgs + 25101 Pg + 1 Py itd.



Dla wielomianowych platow p i p* funkcje s;, t; musza by¢ wymierne,
przy czym algebraiczng stabilnos¢ konstrukeji zapewniajg tylko funkcje
wielomianowe. Ale ptaty w powyzszym podejsciu sg traktowane
niesymetrycznie: do ptata danego p ,,doklejamy” plat p*, ktérego stopien
»wychodzi” wyzszy od stopnia plata p.

Symetri¢ konstrkcji dostaniemy, przyjmujac, ze plat p jest pomocniczy
i konstruujac dwa platy docelowe p*. Oba bedg gladko potaczone z p, czyli
takze ze sobg. Funkgcje # dla obu tych platow musza mie¢ przeciwne znaki.



Metody siatek

Powierzchnie sklejane o arbitralnej topologii wygodnie jest reprezentowad
za pomocy siatek. Siatka sktada sie z wierzchotkdw, krawedzi i $cian.

Wierzcholek ma okreslone potozenie w przestrzeni.
Krawedz jest odcinkiem, ktorego konce sg wierzchotkami.

Sciana jest famang zamknietg zbudowana z co najmniej trzech krawedzi.



KrawedZ moze naleze¢ tylko do jednej albo dwdch $cian. Sciany
spotykajace si¢ w wierzchotku muszg tworzy¢ ciag, w ktérym kazde
kolejne dwie majg wspolng krawedz. Dwie $ciany mogg mie¢ co najwyzej

jedna wspdlna krawedz i co najwyzej dwa wspolne wierzchotki.

Operacja zageszczania siatki sktada si¢ z krokéw zwanych podwajaniem

i usrednianiem.





















Dowodzi sig, Ze iterowanie operacji zageszczania, z ktorych kazda sktada
si¢ z podwajania, po ktérym nastepuje n krokdw usredniania, wytwarza
ciag siatek zbiezny do powierzchni sktadajacej si¢ z wielomianowych

platéw tensorowych stopnia (n, n).
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W kolejnych siatkach mozna wyrdzni¢ siatki, ktorych wierzchotki sg
(wektorowymi) wspolczynnikami tych platéw w tensorowej bazie
B-sklejanej, oraz tzw. siatki Sabina, otaczajace elementy specjalne:
wierzcholki incydentne z inng niz 4 liczbg krawedzi albo $ciany

nie-czworokatne.



Jesli n jest nieparzyste, to wszystkie elementy specjalne sg wierzchotkami,

a w przeciwnym razie wszystkie sa §cianami.

Liczba elementow specjalnych w kolejnych siatkach otrzymanych przez

zageszczanie moze tylko male¢ lub pozostawad niezmieniona.




Projektowanie powierzchni gladkiej

1. Wybierz siatke poczatkows, ktéra ustala topologie powierzchni.

2. Wykonaj pewng liczbe zageszczan.

3. Skoryguj i ustal polozenia wybranych wierzchotkéw siatki

(w szczegdlnosci tych, ktore wyznaczajg brzeg powierzchni).

4. Wykonaj optymalizacje wybranej miary jakosci powierzchni,

dobierajac polozenia pozostatych wierzchotkdéw.



Przed wykonaniem tego algorytmu trzeba rozwigza¢ problem okreslenia
fragmentow powierzchni w otoczeniu elementow specjalnych.

W powierzchni granicznej fragmenty te skladaja si¢ z przeliczalnej
rodziny ptatéw wielomianowych stopnia (#, n), wypelniajacych otwory

w powierzchni.

W mojej konstrukgji (dla n = 3) k-katny otwdr w powierzchni jest
wypelniany powierzchnig sklejong z k ptatéw stopnia (9, 9),

z zachowaniem cigglo$ci geometrycznej rzedu 2.



Aby rozwigzad zadanie, nalezy skonstruowac przestrzen liniowa V, ktorej
elementy s3 funkcjami rzeczywistymi okreslonymi na rozmaitosci D
zbudowanej z kwadratow jednostkowych: obciecie kazdej z tych funkgji
do dowolnego kwadratu jest wielomianem stopnia (3, 3) albo (9,9).
Poszczegolne kwadraty odpowiadajg $cianom siatki nie majgcym krawedzi
brzegowych i maja utozsamione krawedzie brzegowe tak jak

odpowiadajgce im $ciany siatki.

Przestrzen ta ma nastepujaca wlasnosé G2: dla kazdej pary kwadratéw
majacych utozsamione krawedzie istnieje taka reparametryzacja
okreslona w tych kwadratach, ze zlozenie jej z obcigciem dowolnej funkgji
z przestrzeni V do tych kwadratéw daje funkcje klasy C2. Ponadto dla
dowolnego punktu z tych kwadratow mozna znalez¢ w V' takie dwie

funkgje, ktorych gradienty w tym punkcie s liniowo niezalezne.



Wielomiany bikubiczne opisujace funkcje — elementy bazy przestrzeni V
— powstaja z obciecia do kwadratu jednostkowego bikubiczne;
tensorowej funkcji B-sklejanej z weztami bedacymi kolejnymi liczbami
catkowitymi. Jest 16 niezerowych wielomiandw otrzymanych w ten
sposob, a zatem w kazdym kwadracie rozmaitosci D, w ktérym funkgcje

z przestrzeni V s bikubiczne, jest 16 niezerowych funkgcji nalezgcych do
konstruowanej bazy.
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Dla elementu specjalnego — wierzchotka stopnia k # 4 — jest
k kwadratow specjalnych, w ktérych funkcje sg wielomianami
stopnia (9, 9); do tych kwadratow przylega 3k kwadratow, w ktérych

funkcje z przestrzeni V' sa bikubiczne.

Istnieje 6k + 1 funkcji zwiazanych z wierzchotkami siatki Sabina bedacych
niezerowymi wielomianami stopnia (3, 3) na brzegu co najmniej jednego
kwadratu specjalnego. Funkgje te nalezy odpowiednio przediuzy¢ na te

kwadraty, aby otrzymac elementy bazy przestrzeni V.

Na razie podam tylko niezbedne minimum szczeg6idw, reszte pdznie;.



Ustalana jest siatka dziedziny — jest to plaska siatka Sabina bedaca
wektorem wlasnym operatora zageszczania zlozonego z wycinaniem

odpowiedniego fragmentu.




Siatka dziedziny okresla jest pewien wielokat krzywoliniowy A c R2,
sparametryzowany kawatkami nad tymi k kwadratami specjalnymi
i 3k kwadratami przyleglymi. Jego czes¢ sparametryzowana nad

kwadratami specjalnymi jest oznaczona (2.



3k plaskich ptatéw bikubicznych reprezentowanych przez regularne
podsiatki okresla parametryzacje fragmentdéw obszaru A \ (2 nad
odpowiednimi kwadratami rozmaitosci ‘D. Wielomiany bikubiczne
okreslone przez zwigzang z jednym wierzchotkiem siatki Sabina
tensorowg bikubiczna funkcje B-sklejana wyznaczaja odpowiednia
funkcje bazowg w A \ Q.
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W obszarze A okresla si¢ baze pewnej pomocniczej przestrzeni liniowej,
ktorej elementy s3 opisane kawatkami. Obszar (2 skfada si¢ z czworokatow
krzywoliniowych sparametryzowanych nad kwadratami secjalnymi.

W kazdym z nich przyjety jest wielomian stopnia (9, 9), ktérego wartosci
sg warto$ciami funkcji w odpowiednich punktach . Wielomiany sg tak
dobrane, aby funkcje byty klasy CZ(A).

Funkcje bazowe otrzymuje si¢ przez numeryczne rozwigzanie zagadnienia

brzegowego Dirichleta dla réwnania tréjharmonicznego:
[ —A3p(x,9) =0 dla (x, y) € Q,
p(x,y) =38(x,y)  dla(x,y)el,

dp 0s
%(w) = %(%y) dla (x,y) €T,

0?2 02§
- SE(ny) = 25(xy) da(ry)er
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Otrzymane w ten sposob funkcje, razem z tensorowymi funkcjami

stopnia (3, 3) tworzg baze przestrzeni V. Ich suma w kazdym punkcie

rozmaitosci D jest rowna 1.



Kryterium optymalizacji

Za miare jakosci ksztaltu powierzchni mozna przyjac funkcjonat

¥() [ |VacH 3 M.

Symbol M oznacza powierzchnig, H jest to jej krzywizna $rednia, zas
operator Vg jest gradientem na tej powierzchni. Catkowanie odbywa sie

wzgledem ,,zwyktej” miary powierzchni M.



Powyzszy wzdér moze by¢ przeksztalcony do postaci

V(M) = S(p) = f@(VH)G‘l(VH)T Vdet G dD,

w ktdrej argumentem jest parametryzacja p powierzchni M nad

rozmaitoscia D.

Krzywizna srednia H jest okreslona wzorem
1 b g gu b
H = d t d t >
zdetG( e[ bz g2 ]+ - [ g2 b ]

g =(PuPu)s  g12=(PuPv)> £22={(Pv:Pv)>
by = (Puu>n>> by = <Puv»">> by = (va»n>,

zatem funkcja podcatkowa jest okreslona przez pochodne rzedu1,2,3

parametryzacji p.



Poniewz funkcjonal ¥ zalezy tylko od ksztattu powierzchni M,

a poszukiwana jest parametryzacja (jedna z nieskonczenie wielu), zadanie
trzeba ujednoznaczni¢. Mozna to zrobi¢ przez dodanie kary za
zafalowania linii stalego parametru. Zatem, bedzie minimalizowana

funkcja

E(p) =S(p) +cQ(p),
Qp) =3, [, 1Pvapl3aD.

E; to kwadraty rozmaitosci ‘D. Przeksztalcenie P jest rzutem
ortogonalnym na plaszczyzne styczng do powierzchni M w danym

punkcie. Macierz PVAp ma wymiary 3 x 2. Ponadto przyjmuje
2
o "B
diam (M )*

W tym wzorze stala C > 0 jest dobrana doswiadczalnie,

c

diam ()4 jest $rednica zbioru ustalonych wierzchotkéw siatki.



Zadanie dyskretne i jego numeryczne rozwiazywanie

Nalezy znalez¢ minimum funkgji

i def m+m'
F(,x],)/],Z],) = F( Z:l P]¢])’
]:

ktorej argumenty sg wspotrzednymi nieustalonych wierzchotkow siatki,
p;=(xj,yjz;). Ustalone musza by¢ wierzcholki na brzegu siatki
i w odleglodci 112 od brzegu, mozna tez ustali¢ wierzchotki dodatkowe.

Poszukiwany jest punkt x* = (..., xj, ¥j,2j,...) € R3" bedacy miejscem
zerowym gradientu funkcji F, w ktérym hesjan tej funkcji jest macierza
dodatnio okreslong. Wykonuje si¢ to iteracyjnie, konstruujac ciag

wektorow x(0), x(1), . ktéry powinien zbiega¢ do x*.



Catka w definicji funkcji F moze (musi) by¢ zastgpiona przez kwadrature.
Mozna wyprowadzi¢ wzory opisujace pochodne pierwszego i drugiego

rzedu tak zmienionej funkgji i zastosowaé metode Newtona:
D) () 4 500 gl ) 6() = _g(h),

gdzie g(k) i H(K) to gradient i hesjan funkji F' w punkcie x(k).
Ale znalezienie dobrego punktu startowego dla metody Newtona (polozen

poczatkowych wierzchotkéw siatki) jest trudne.



Metoda skuteczng okazala si¢ minimalizacja wzdluz trajektorii

Levenberga-Marquardta:
xk1) = (k) 5(K) - dla (H(k) + vI)(S(k) = —g(k),

po dobraniu takiego v € [—/\(k) +00 ), aby funkcja

f(v) def F(x(k) — =) 4 vI)_lg(k))
(k)

dodatnio okre$lona. Jegli v — oo, to wektor (H(K) + vI)~1g(k) dazy do

osiagala wartoé¢ minimalng. Dla v > =1\ macierz (H(K) + vI) jest

zera, a jego kierunek dazy do kierunku najszybszego spadku funkgji F.

Zwykle wystarczy kilka-kilkanascie iteracji tej metody, aby otrzymac
punkt x(K) w kuli zbieznosci metody Newtona i odtad mozna przyjmowac
v =0.



Opracowalem kilka algorytmow, stosowalnych do zadan o réznych
wielkosciach (od kilkudziesigciu do ponad 120000 wierzchotkow siatki).

Algorytmy dla zadan duzych s3 oparte na dekompozycji dziedziny.

Przyklad: Siatka z 406 wierzchotkami, w tym 262 nieustalone. Trzeba bylo
wykonac 14 iteracji metody Levenberga—Marquadrta, a potem 10 iteracji

metody Newtona (calos¢ zajeta 140s na procesorze Intel Core 2, 2.4GHz).

(b)

A
LKA

"5,

N \
’&&s&k ,
N

N
1 NN
r"}"”‘{///"‘\\/@&g e\ 3

= ,y,;/,,;.\‘/ 0 \\Q“\ {g’,/

NS

SIS

\
Wz
(WKL

g
_— A
7 \‘?




Po zageszczeniu siatki z poprzedniego przykladu powstala siatka (a) z 1486
wierzchotkami, w tym 1198, ktorych potozenie mozna zoptymalizowac.

(a) (b)

Tu wystarczyta minimalizacja wzdluz tylko jednej trajektorii
Levenberga—Marquardta, a potem 12 iteracji metody Newtona (tylko

4 razy byl obliczany hesjan). Obliczenie zajeto 152s. Siatki powierzchni (b)
i (c) maja 5662 wierzchotki, z ktdrych 5086 nie wyzacza warunkow
brzegowych. Powierzchnia (c) powstata w wyniku regularyzacji zadania
minimalizacji funkcjonalu ¥ dokonanej nieco innym sposobem.



(d)

Siatki (a), (b), (c) maja 1871 wierzchotkdw, z ktdrych 288 wyznacza
warunki brzegowe. Rysunek uwidocznia dodatkowe 689 wierzchotkdw,
ktoérych polozenia zostaly ustalone. Siatka powierzchni (d) ma 7199

wierzchotkow, w tym 3241 ustalonych.



Siatka powierzchni na rysunku ma 124797 wierzchotkoéw, z ktérych
120015 bylo poddanych optymalizacji. Tu zostata uzyta metoda
dekompozycji dziedziny, calos$¢ obliczen trwata 1th 46min.



Konstrukcja przestrzeni funkcji dla elementow specjalnych

Niech B, C, D c R? bedg obszarami otwartymi. Przyjmujemy lokalne

ukfady wspétrzednych (s, t) w Bi (u,v) w D. Niech
O={(s,t):0<s<1,t=1ty}CB,
Y={(u,v):0<u<l,v=vy}cD.

Niech : B — Cid: D — C beda dyfeomorfizmami klasy C2, takimi ze

O < B(@) = 8(¥), tzn. B(s, t9) = 8(u, vp) dlas = u € [0,1].



Twierdzenie 1 Niech ¢: C — R bedzie funkcijg klasy C? i niech & = ¢ o .
Niech u*: D — R bedzie klasy C? i niech dla kazdego s = u € (0,1)

6(u,vo) = B(s, t0),
u(u,vg) = &(s, tp).

Przypusémy, ze istniejg funkcje sy, t1, s2, tp klasy C?, takie ze

8v|v:v0 = 51ﬁ5|t:t0 + tlﬁt|t:t0>
Syvlv=ry = S2Bslt=ty + t2Ptlt=ty + 5t Bsslt=ty + 251t1Bst|t=ty + 17 Betl =ty
()
Uy lv=vy = s1&slt=ty + t1&|t=ty>

Upylv=vy = $2&slt=ty + 128t 1=ty + Slzfss|t:t0 + 251115t | =t + flzftt|t:t0-

(%)
Jesli krzywa © dzieli obszar C na podobszary Cy i Cy, to funkcja, ktdrej

obcieciem do Cy jest ¢ a obcieciem do C, jest * = u* o 871, jest klasy C*(C).
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Dowdd polega na zbadaniu diagramu przemiennego pokazanego wyzej:

Przeksztalcenia B i 8 s bijekcjami, zatem istnieje bijekcja y = B~ 0 4. Dla
{=¢poPip=¢odjesty=¢ofoy=goy.



Mamy zatem § = Boyorazy = Eoy. Dlay(u,v) = (s(u, v), t(u, v)),
przez rozniczkowanie funkcji ztozonych otrzymujemy réwnania ()

i (* ), w ktorych funkcje sy, t1, 52, £ opisuja obciecia do odcinka ¥
pochodnych rzedu 11i 2 funkcji s i t wzgledem v. Jesli te réwnania sg
spelnione, to funkcje ¢ i y* maja te same wartosci i pochodne rzedu 1i 2
w kazdym punkcie odcinka ¥ i wtedy funkcje ¢ i ¢* majg te same

wartosci i pochodne w kazdym punkcie krzywej ©. O

Najwazniejszym wnioskiem z twierdzenia jest to, Ze w rownaniach (*)

i (**) wystepuja te same funkgcje sy, £, 53, t7.



Obszar 2 jest wielokatem krzywoliniowym, ktdry zostaje podzielony na
k czworokatow krzywoliniowych, Qy, ..., Q;_;. Kazdy z tych
czworokatow jest obrazem jednego kwadratu specjalnego

w przeksztalceniu §;, ktore nazywam platem dziedziny.

Uklad réwnan () i (**) trzeba napisa¢ dla kazdego boku tych
czworokatow, wprowadzajac odpowiedni komplet funkgji sy, #1, 52, £

(i pozostatych przeksztalcen z diagramu). Funkcje te mozna skonstruowaé
w obrebie przeksztalcen obszardw plaskich (B, C, D na diagramie),

a potem uzy¢ w konstrukeji wszystkich skalarnych funkcji bazowych
okreslonych w A.



Przeksztalcenie B w diagramie to tzw. pomocniczy ptat dziedziny.
Dla krzywej lezacej na brzegu obszaru (2 jest to bikubiczny ptat okreslony
przez odpowiednie wierzchotki siatki Sabina.

Dla krzywej wspdlnej podobszarow Q; i Q;,; pomocniczy plat dziedziny
konstruuje si¢ ustalajac reprezentacje Béziera tej krzywej i pochodnych
w kierunku poprzecznym rzedu 11 2. Aby umozliwi¢ spelnienie

warunkow zgodnosci, przyjatem, ze to sg krzywe stopni 7, 6 i 5.
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Pochodne pomocniczych ptatéw dziedziny rzedu 2, 3,4 w punkcie

centralnym sg réwne 0.



Kolejnym etapem jest konstrukcja funkcji potaczenia, ktére odpowiadaja
funkcjom sy, 1, s, t>. Poniewaz taki zestaw jest potrzebny dla kazdego

boku kwadratu specjalnego, tu s3 przyjete nowe oznaczenia.

1%
1{‘ b1, c11, b12, €12 r
8.

for fu l o

801 _—18u :

fo2 T2

802 g12 I R F B B

/ g ]

ol_bon co1, bo2, coa _ .




Wartosci i pochodne funkgji potaczenia muszg spetniac¢ réwnania

opisujace warunki zgodnosci:

pochodnych pierwszego rzedu:

gv = biry + crs,

ry = ]_rlgv + g@u

pochodnych mieszanych drugiego rzedu:

I— I— — — = I— — -
iﬁv T &9t + ilﬂvv T 81qvt = Qllu TOrs + biruu + a1t us,



pochodnych drugiego rzedu:

qvv = bory + cors + Ql Ty +2bjcirys + € ¥sss

Tuu = ]_%Qv + g2qr + ]_r%gvv + zj_Clglgvt + g%gtta

pochodnych mieszanych trzeciego rzedu:

f1 qv + 81 qr+ 2f vy +2819vt + f1qvvv + g1yt =
bhFu + ChFs + (2b1b] + by)Fuw + (2ber + 2bic] + 02)Fus+
2¢1¢1Tss + Q%zuuu +2b1C1T s + E%zussa

b"ru + C1 re+ ZQ{Zuu + ZE{Zus + b1 yuu + C1fyus =
fadv + qr + f1f1+ f2)qw + (2f 181+ 2f181 + 82)qvt+
28181d1t + f 1wy + 2/ 181Gwve + & dves



pochodnych mieszanych czwartego rzedu:

[2av+ & + A1+ 7 LT
207+ 2f181+ f1g1' + &)y + 2(gigt’ + &) que+
(4j_r1j_r{ + j_rZ)gvvv + (4]_({g1 + 4]:1&{ + §2)gvvt + 4&1&{@/&“"
f%qvvvv + zflglqvvvt + g%qvvtt =
I S T o A T
2(bY ¢y +2bic] + bic!” + ) Tus + 2(c1e] + ¢f*)Tss+
(419119, + bz)”uuu + (4b a+ 4b1C1 + C2)Tuus + 4£1£1Kuss+

2= 2=
b 1Yuvuuu + 2b1C1r yyus + S Tuuss-

Pomocnicze platy dziedziny sg skonstruowane tak, aby na brzegu Q bylo
b1 = fi = by = ¢y = f, = g = 0. Powoduje to wyeliminowanie z warunkow
zgodnosci pochodnych rzedu 3 i 4 krzywych dzielacych obszar Q na
podobszary.



Kolejno rozwigzujac réwnania opisujace warunki zgodnosci mozna
obliczy¢ wartosci i pochodne rzedu 11 2 funkcji polaczenia w punktach 0
i 1. Funkcje te sa konstruowane przez rozwigzanie zadan interpolacyjnych
Hermitea. Stopnie swobody sg wyorzystywane do otrzymania funkgji

mozliwie niskich stopni.

Krzywe opisujace brzegi (2; i pochodne rzedu 11 2 pomocniczych platéw
dziedziny, a takze funkcje polaczenia podstawiamy do réwnan ciaglosci

geometrycznej

d*=b,
d, = 5155 + tlgta

d;v = 5255 + l‘zgt + 512555 + 251t155t + tlzgtt,

z ktorych otrzymujemy pochodne rzedu 11 2 platéw dziedziny d (czyli ;).



Platy dziedziny s3 otrzymane jako platy Coonsa; udaje si¢ otrzymac w ten

sposob platy stopnia (9,9).
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Do skonstruowania funkcji bazowych potrzebne sg funkcje potaczenia
(ktore juz mamy) i pomocnicze platy funkcji bazowych odpowiadajgce
funkcji & na diagramie — po jednej dla kazdej krzywej brzegowej
podobszaréw (2;. Dla krzywych brzegowych obszaru Q2 pomocnicze platy
funkcji bazowych sg wielomianami stopnia (3, 3) okreslonymi przez
siatke Sabina z wszystkimi wierzchotkami w plaszczyznie x y oprdcz
jednego, ktory ma wspotrzedng z = 1.
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Dla tych funkcji przyjmujemy ptaty pomocnicze, ktére w punkcie

centralnym maja wartosci i pochodne réwne 0.



Potrzebujemy tez funkgji, ktore znikajg na brzegu (2, ale wewnatrz tego

obszaru maja wartosci niezerowe.
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Wartosci funkgji i pochodne pomocniczych platow funkcji bazowych

w punkcie centralnym zadajemy na podstawie liniowo niezaleznych
wielomianéw dwdch zmiennych. Dodatkowe funkcje mozna otrzymac na
podstawie funkgji sklejanych klasy C?, stopnia 3 i 4, okreslonych nad
podzialem kata pelnego przez polproste styczne do krzywych dzielacych
obszar (.




Platy funkcji bazowch sg okreslone jako ptaty Coonsa; to sg platy
wielomianowe stopnia (9, 9). Dodatkowo mozna skonstruowac¢ funkcje
rézne od 0 tylko w jednym podobszarze 2;; dla obszaru k-katnego jest
16k takich niezaleznych liniowo funkgji klasy C2.




Funkcje réwne 0 na brzegu obszaru (2 rozpinaja przestrzen liniowg
oznaczong Vj. Funkcje rézne od 0 na brzegu (2 rozpinajg przestrzen
oznaczong Vj. To sg podprzestrzenie liniowe przestrzeni Sobolewa
odpowiednio H (3) (Q) i H3(Q). Numeryczne rozwigzanie réwnania
tréjharmonicznego, —A3p = 0, wyznacza element tej przestrzeni, ktéry

minimalizuje funkcjonat

o(f) = [ Ivafl3do

w zbiorze funkcji spetniajacych warunek brzegowy

.

p(x,y) =38(x,y)  dla(x,y)el,

Py) = Dxy) dia(ey) el

m m
aﬁXﬂ—azwy)ﬂMXﬂef

A

okreslony przez funkje § okreslong w A \ Q.



Z funkcjonalem O jest zwigzana symetryczna forma dwuliniowa

o(f>8) = fQ(VAf, VAg) dQ.
Mozemy zapisa¢ funkcje p; w postaci
R n
pi=¢i+ zaij¢j>
j=1

gdzie ¢; to funkcje bazowe znikajace na brzegu obszaru Q, ¢ j to funkcja
zwigzana z wierzchotkiem siatki Sabina (takich funkgji jest jest 6k + 1), to
wspotczynniki g j; funkgji p;, ktéra minimalizuje funkcjonatl @, speiniaja

ukfad réwnan liniowych

ZIQD(Sbj»sz)aj = —8,9(¢in¢y),  I=1...,n
iz



‘Dziekuje



