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Zjawiska biologiczne Procesy nowotworowe Reakcje biochemiczne

Choroby nowotworowe

@ ,Nowotwér” nie jest jedna choroba. Rozr6znia sie ponad 100
réznych rodzajéw ,raka”.

@ W 2015 na $wiecie na r6znego rodzaju choroby nowotworowe
zmarto 8.8 miliona 0s6b (1 zgon na 6 byt spowodowany przez
nowotwar).

@ W Polsce w 2013 na nowotwory zachorowato ponad 150
tysiecy oséb a zmarto prawie 95 tysiecy.

Czym sie zajmujemy

@ Glejaki — najczestszy typ nowotworéw mézgu.
@ Rak prostaty.

@ Rak piersi.

@ Rak ptuc.

o Biataczka.
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Zjawiska biologiczne Procesy nowotworowe Reakcje biochemiczne

Nowotwory mozgu

@ Bierzemy udziat w projekcie Therapy Optimisation in
Glioblastoma: An integrative human data-based approach
using mathematical models finansowanym przez James S.
McDonnell Foundation

@ W ramach tego projektu wspétpracujemy z Mathematical
Oncology Laboratory z Uniwersytetu Castilla-La Mancha
(ktérego szefem jest prof. Victora Perez-Garcia) oraz,
posrednio, z kilkunastoma osrodkami medycznymi (i
biologicznymi) w Europie.

@ Naszym celem jest konstrukcja i analiza mozliwie
najprostszych modeli matematycznych, ktére opisuja procesy
obserwowane klinicznie, by na tej podstawie méc
zasugerowaé mozliwe zmiany/ulepszenia istniejacych
protokotéw leczenia.
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Zjawiska biologiczne Procesy nowotworowe Reakcje biochemiczne

Aktualne projekty badawcze

@ Therapy Optimisation in Glioblastoma (James S. McDonnell
Foundation)

@ Modele i metody matematyczne w opisie wzrostu i leczenia
nowotworéw (NCN, OPUS)

@ Modelowanie matematyczne nowotworéw mozgu
pochodzenia glejowego i ich odpowiedzi na terapie (NCN,
Preludium, M. Bogdanska)

@ Opobznienia czasowe w stochastycznych modelach
biologicznych (NCN, OPUS)
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Zjawiska biologiczne Procesy nowotworowe Reakcje biochemiczne

Zakonczone projekty badawcze

@ Matematyczne modelowanie proceséw nowotworowych
(Ministerstwo Nauki, luventus Plus)

@ Matematyczne podstawy opiséw wieloskalowych
(Ministerstwo Nauki)

@ Od komérki zdrowej do zmutowanej — matematyczny opis
dynamiki réznych typoéw populacji komoérkowych (KBN)

@ Influence of delays on the models of angiogenesis process
and immunotherapy of cancer (European Reintegration Grant)

@ Modeling, Mathematical Methods and Computer Simulation of
Tumour Growth and Therapy (Research Training Networks)

@ Using mathematical modelling and computer simulation to
improve cancer therapy (Research Training Networks)
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Zjawiska biologiczne Procesy nowotworowe Reakcje biochemiczne

Reakcje biochemiczne

@ Podstawa wielu proceséw zachodzacych w organizmach
zywych sa reakcje biochemiczne.

@ Miedzy innymi sa to:
o Sciezki sygnatowe;
o ekspresje genow.

@ W pojedynczej komoérce w takich reakcjach czasem bierze
udziat tylko kilka molekut, wiec zachodzi potrzeba
uwzglednienia tego (zwykle wéwczas uzywamy modeli
stochastycznych).
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Narzedzia matematyczne Roéwnania z opéznieniem — teoria  Przyktady

Rownania rézniczkowe z op6znieniem

Pochodna w chwili 7y zalezy od wartosci funkcji na catym
przedziale [ty — 7, fp] (T € R).

Ogolna postaé réwnania

x(1) = f(t, x;)

Co to jest x,?
Jest to funkcja x; : [-7,0] —» R”, x,(0) = x(¢t + 0) dla 6 € [-7,0].
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Narzedzia matematyczne Roéwnania z opéznieniem — teoria  Przyktady

Réwnania z opo6znieniem — streszczenie teori

@ Przestrzen fazowa jest nieskonczeniewymiarowa (najczesciej
przestrzen funkcji ciagtych).

@ Bardzo proste réwnania moga dawa¢ skomplikowana
dynamike (np. zachowania chaotyczne moga wystepowac w
modelu Lasoty-Wazewskiej i Mackeya-Glassa — jedno
rownanie z opdznieniem).

@ Dodanie op6znienia moze zmienia¢ stabilnos¢ stanéw
stacjonarnych.

@ Gdy opoznienie jest dyskretne (np. réwnanie jest postaci
x = f(x(2), x(t — 1))), to mozna stosowa¢ metode krokow.
Indukcyjnie dowodzimy wtasno$ci/rozwiazujemy réwnanie na
odcinkach [nt, (n + 1)7) stosujac techniki i teorie réwnan
rézniczkowych zwyczajnych.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Matematyczna analiza modeli jest wazna!

Model reakcji z opdzniona degradacja

Opis reakcji — proces urodzin i $mierci

0 x, xo,
@ A — intensywnosé produkciji biatka;
@ B — intensywnos$¢ degradaciji biatka.

() =A-Bx(t), t >0,
x(0)=0.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Matematyczna analiza modeli jest wazna!

Model reakcji z opdzniona degradacja

Opis reakcji — opézniona degradacja

A B @
0—X, X—0, X=0,

@ A — intensywnos¢ produkgiji biatka;
@ B — intensywnos$¢ degradaciji biatka;

@ (' — intensywno$¢ degradacii poprzez fosforylacje
(tr — $redni czas trwania degradacji).

i(t)=A-Bx(t)+[_]. 130,
x(0)=0.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Matematyczna analiza modeli jest wazna!

Model reakcji z opdzniona degradacja

Opis reakcji — opdzniona degradacja

A B @
0—X, X—0, X=0,

@ A — intensywnos¢ produkciji biatka;

@ B — intensywnos¢ degradaciji biatka;

o (' — intensywno$¢ degradacji poprzez fosforylacje
(r — $redni czas trwania degradacji).

A

Roéwnanie (por. Bratsun et. al. (PNAS 102 (2005)))

x(t)=A—-Bx(t)-Cx(t-71), t>0,
x®) =0, dar<0, x(0)=xy=>0.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Podstawowe wtasnos$ci modelu

0—0x., x50, x=—0 )

]

X)) =A-Bx(t) - Cx(t—71),t>20
x(r)=0, dlar<0, x(0)=x>0.

Wiasnosci rozwiazan

@ Rozwiazania sa jednoznaczne i globalne;
A

B+C’
@ Bez opdznienia: rozwiazania daza monotonicznie x;

@ Istnieje jedyny dodatni stan stacjonarny x =

@ B>C = xlokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 > 0;

@ B<(C = xlokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 < 7,
i niestabilny dla v > 7.. W T = 7. pojawiaja sie oscylacje
o statej amplitudzie.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Dlaczego model jest poprawny?

0—0x., x50, x=—=0 ]

xt)=A —Bx(t)-Cx(t—71), t >0,
x(t)=0, dla <0,
x(0)=x020 (reakcja zaczyna sig¢ w t = 0) .

@ poziom modelu: Biatko, ktére zaczeto degradowaé
w ,,0p6zniony” sposéb nie jest usuwane z ukladu — moze
wzia¢ udziat w kolejnej degradacii, czyli zosta¢ usuniete
z uktadu kilka razy;

@ poziom réwnania: Kazde rozwiazanie tego rownania dla
B < C przyjmuje wartosci ujemne dla pewnych ¢ € [0, 47].
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Poprawiony model

A B
0—X, X—0,

c
X—Y, Y 2, 0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na sciezke ,,opéznionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Poprawiony model

A B
0—X, X—0,

c
X—Y, Y 2, 0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na sciezke ,,opéznionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;

#()=A—-(B+CO)x(0),
$(1) = =Dy(t) + Cx(t) — Cx(t — 1) P7,
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Poprawiony model

A B
0—X, X—0,

c
X—Y, Y 2, 0, Y degraduje po czasie 7.

@ x — stezenie “aktywnych” biatek X;

@ y — stezenie “nieaktywnych” biatek Y, czyli tych, ktére weszty
na sciezke ,,opéznionego” rozpadu;

@ 7z — stezenie wszystkich obserwowanych biatek, czyli suma
aktywnych i nieaktywnych: x + y;

#()=A—-(B+CO)x(0),
$(1) = =Dy(t) + Cx(t) — Cx(t — 1) P7,

z=x+y = (1) = A — Bx(f) — Cx(t — 1) 27 — D(y(r) — x(1)).
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Wiasnosci modelu

@ Rozwigzania istnieja globalnie, sa jednoznacznie i nieujemne;
- _ = _ ~(B+C)t.

@ Wzér: x(r) = x + [ xg B C e ;

@ xo<x = x(t) /" x,z20) /7

@ xp>x = x() N\ x,dlar>0i z(r) \, Z, dla duzych r;

o

Oscylacje nie sa mozliwe.

wszystkie

aktywne

1

0O 5 10 15 ¢t 70 5 10 15 ¢

e,
M.B., U. Forys, J. Poleszczuk, J. Math. Anal. Appl., 376, 74-83, (2011) '
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Opébznienia dystrybucyjne

@ Zamiast op6znienia dyskretnego x(¢t — 7) rozwazamy
opdznienie, ktore jest roztozone wokot Sredniej wartosci ,y,
ktére jest zadane

f 0(s)x(t — s)ds,
0
gdzie 6 jest miara probabilistyczna o sredniej wartosci 7y .

@ Taka posta¢ op6znienia tworzy problemy matematyczne (np.
zwykle nie mozna stosowaé metody krokéw).

@ Region stabilnosci zwykle sie zwieksza w stosunku do
przypadku opdznienia dyskretnego.

M.B., M.J. Piotrowska, Comm. Nonlinear Sci. Num. Sim. (2016).
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Model ekspresji genu ze sprzezeniem zwrotnym

@ Biatko Hes1 wiaze sie do nici swojego
DNA blokujac transkrypcje.

@ Intensywnosé produkcji mRNA zalezy

@ RNA_", ¢ od zageszczenia biatka (petla

ujemnego sprzezenia zwrotnego).

k @ W modelu opisujemy jedynie stezenie
@51 ", 9 mRNAbiatka.
@ Klasyczny model (Monk, 2003):

{ 0 = ~ kor(),

pt) = ypr(t —7p) = kpp(1).

Vrkh

Zwykl = .
° Zwyke ()=
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Czy te oczy moga ktamagé, czyli o wynikach symulaciji

@ Uktad ma dokfadnie jeden dodatni stan stacjonarny.
@ Opbznienie moze spowodowac pojawienie sie oscylacji.
@ Dla jakich wartosci opdznienia beda wystepowaty oscylacje?

Wyniki numeryczne

T | wygasniecie | okres
0 0
10 240 170
30 870 170
40 1900 170
50 9500 170
80 o | 280
M. Jensen et al., FEBS Lett. (2003).
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Czy te oczy moga ktamagé, czyli o wynikach symulaciji

@ Uktad ma dokfadnie jeden dodatni stan stacjonarny.
@ Opbznienie moze spowodowac pojawienie sie oscylacji.
@ Dla jakich wartosci opdznienia beda wystepowaty oscylacje?

Wyniki numeryczne Wyniki analityczne

T | wygasniecie | okres Dla parametréw jak obok:

0 0 Stabilne oscylacje pojawiaja sie dla
10 240 | 170 T~ 4l
30 870 170

Amplituda stabilnych oscylacji jest

40 1900 170 bardzo mata, koto 0,2, podczas gdy
50 9500 170 amplituda na poczatku moze by¢ duzo
80 o0 280

wigksza.

M. Jensen et al., FEBS Lett. (2003). -
M.B., A. Barttomiejczyk, Non. Anal. RWA, 2012

v

Stan stacjonarny moze by¢ globalnie stabilny. M.B., J. Diff. Egs., 2015
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Transformacja ztosliwa glejakdéw niskiego stopnia

Gtéwne zatozenia

@ Nowotwor rozrasta sie zgodnie z rGwnaniem
Fishera-Kotmogorowa (dyfuzja + wzrost logistyczny).

@ Wysoka gesto$¢ komérek sprzyja transformaciji ztosliwe;.

@ Lek podajemy w #, =1 + kA, k= 1,..., N i zakladamy
wyktadniczy spadek jego stezenia we krwi.
@ Poczatkowo rozktad gestosci komérek — Gaussowski.

0 0

B_IM =Au +pu (1l —u—-uy)— acu, a—tc:—/lc,

0 p .

—ug = Aug — =ug(1 —u — uy) + acu, c(t;, x) = lim c(t, x) + d;,
at k t_)ti_

Model zgadza sie z danymi klinicznymi (dane ze szpitala w Bern).

M.U. Bogdanska, M.B., J. Belmonte-Beitia, M. Murek, P. Schucht, J. Beck, _
V.M. Peréz-Garcia, Mathematical Biosciences, 2017, 288, 1-13.
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Narzedzia matematyczne Réwnania z op6znieniem — teoria Przykfady

Optymalizacja leczenia — wyniki wstepne

czas do transformagiji

N W R Y

20 40 60 80 100 |
czas migdzy dawkami (A) dose

Dalsze badania

o Jaka jest toksyczno$¢ leku (na razie zatozyliSmy, ze $rednia
dawka leku jest ustalona).

@ Projektowanie eksperymentu (in vivo, na myszach/szczurach),
ktory by potwierdzit hipotezy.
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