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Niech

f:]a,b] x R? — R
bedzie kawatkami regularng lub regularng funk-
cja, fe€F.
Rozpatruje sie w analizie numerycznej rozne
problemy obliczeniowe zwiazane z f, np.
— aproksymacja f: rozwigzanie z = f

— catkowanie f : rozwiazanie
b

z=[f(t)dt
a

— rozwiazanie problemu poczatkowego:

J(t)=f(t,2(t), telab], 2a)=n.

Rozwiazywanie problemow brzegowych dla RRCz
... masa innych

Cel w Information Based Complexity: 'opty-
malne’ przyblizenie z dla f € F — tu model

obliczeniowy, koszt itd.



Potrzebna informacja o f:

Np(f) = [L1(f), La(f), - Ln([)]
Adaptacja: funkcjonaly moga by¢ wybierane

na podstawie poprzednio obliczonych wartosci

Powszechnie stosowana od zawsze w analizie
numerycznej: kwadratury adaptacyjne, adap-
tacyjne siatki dla RRZ 1 RRCz ... itd.

Tu: dwa konteksty — f kawalkami regularna
(zapobiezenie utracie rzedu metody) lub f re-

gularna (poprawa efektywnosci)
Najpierw: f kawalkami regularna.

Zastosowania: przetwarzanie obrazow, automa-

tyka, biologia, problemy inzynierskie, fizyka ...

Zwykle duzo wiadomo o problemach globalnie

regularnych

Poréwnanie z kawatkami regularnymi — stan-

dardowe metody traca rzad zbieznosci



Klasa F' probleméw nie ma pewnych wlasnosci

jak np. wypuktosci

Wynik klasyczny w IBC (Traub, Wozniakow-
ski):

Jesli zadanie jest liniowe (np. catkowanie), klasa
F' jest wypukta i centralnie symetryczna, to
adaptacja w najgorszym przypadku moze by¢

lepsza co najwyze] 2x

Krotki dowod. Niektorzy numerycy zgadzali
sie z zatozeniami 1 dowodem, ale nie zgadzali
sie z teza (77).

Klasyczne metody adaptacyjne — rozwigzania

heurystyczne (czesto bardzo sensowne)

IBC: seria prac o tym, kiedy adaptacja jest
lepsza (Huerta dla catkowania 1986), a kiedy

nie (model Sredni)



Aproksymacja funkeji kawaltkami regularnych
Arandiga, Cohen, Donat, Dyn (2005) — &ciste
podejscie

F' - funkcje ciggte klasy C" poza dokladnie jed-
nym punktem, gdzie f’ ma (dokladnie jedna,
nieznang) nietrywialng nieciagtosc¢ s

Propozycja metody adaptacyjnej. Wynik:

lf=lllpe < CR™  sup  |fT(z)], k< he
r€R\{sr}

h.- eraniczna 'skala’
C

If =l <CR* sup |f"(z)], h>0
r€R\{sr}

Wady:
— he — 0 gdy skok Af/ — 0

— s ¢ musi by¢ przyblizona z duzg dokladnoscig



Dla catkowania 1 aproksymacji Plaskota 1 Wa-
silkowski (2005) zauwazyli, ze punkt "osobliwo-

Sci’ nie musi by¢ przyblizany bardzo doktadnie

F - klasa funkeji klasy C" z wyjatkiem niezna-
nego punktu ‘osobliwego’ s ¢
Metoda adaptacyjna @7 korzystajaca z n war-
tosci f:
Wynik
e Dla kazdej nieadaptacyjnej metody ()5, btad
najgorszego przypadku w klasie F = Q(n~1)
e Dla Q7

btad najgorszego przypadku w klasie F' = O(n™")

Podobnie dla aproksymacji Plaskota, Wasil-
kowski, Zhao (2008)



Problemy poczatkowe

J(t)=f(t,2(t), t€lab], z(a)=n

klasa f: F' = "¢ — funkcje (r, 0)- gladkie

e f - globalnie ciggte (niekoniecznie)

f+(t,y), edy H(t,y) > 0,
f-(ty), edy H(t,y) <O,
dla pewnych (r, o)- gladkich f_, fy i Cl-
gladkiej funkcji H (nieznanej).

fty) =

Utrata regularnosci na hiperpowierzchni

e warunek transwersalnosci , G > 0

OH OH

Co najwyzej jeden (nieznany) punkt przejscia

przez hiperpowierzchnie dla rozwigzania z,

H(t, 2(t)) = 0



Mannshardt (1978) - znana funkcja H, brak
analizy kosztu

Gear,@sterby (1984) - H nieznana, heureza
Dieci, Lopez (2012) - przeglad wynikow dla
IVPs z 'osobliwosciami’ - duzo heurezy, czesto
brak twierdzen o zbieznosci, wiele pozytecz-
nych pomystow praktycznych

Podejscie Sciste: argumenty heurystyczne nie

sg dozwolone (w algorytmach i dowodach)

Cel: stworzenie algorytméw zachowujacych rzad
zbieznosci jak dla funkeji globalnie regularnych,

przy nieznanej hiperpowierzchni H

Seria prac Kacewicz, Przybylowicz (2008, 2014,
2015), Kacewicz (2015)



Wymniki:

Potrafimy skonstruowac¢ algorytmy o bledzie
tego samego rzedu jak dla funkeji regularnych.
Dla nieznanej tunkcji H, przy uzyciu n kawal-

kow informacji o f (wartosci funkeji f)
Blad najgorszego przypadku = © (n_(rﬂ))) :
przy n — 0o.

Lokalizacja osobliwosci przy nieznanej funkcji
H . kryterium decyzyjne, przejscie przez 0so-
bliwosc

brak heurezy, algorytmy sg zaimplementowane
(Gocéwin 2015)

adaptacyjne siatki (i w zwigzku z tym adapta-

cyjna informacja)



Dla probleméw kawatkami regularnych celem
jest zachowanie szybkosci zbieznosci znanej dla

funkcji globalnie regularnych

Co daja siatki adaptacyjne dla funkcji regular-
nych’?

Wiadomo, ze nie poprawiajg szybkosci zbiez-
nosci, ale sg powszechnie stosowane przez prak-

tykow.

/now: czesto argumenty i kryteria heurystyczne

w definicji siatek adaptacyjnych (catkowanie,
[VPs, PDESs)

Sciste podejécie do adaptacyinych siatek dla
catkowania — funkcje klasy C*, zlozona kwa-

dratura Simpsona: Plaskota (2015)

Adaptacyjne siatki poprawiaja stata zbiezno-

Scl — analiza 1losciowa.

Podobna obserwacja dla zadania aproksymacji
dla funkeji klasy W2 — Hickernell ze wspol-
autorami (2017)



Problemy poczatkowe dla rownan zwyczajnych

J(t)=ft,2(t), telab], za)=1

klasa f — funkcje klasy C"

Informacja o f: n wartosci funkcji f w punk-

tach

Blad badamy indywidualnie dla f w normie

sup w |a, b

Wiadomo, ze najlepsza zbieznos¢ algorytmu

jest rzedu n™"

Informacja musi by¢ adaptacyjna, siatka moze

by¢ jednostajna

Siatki adaptacyjne sg powszechnie stosowane

— rozne sposoby doboru (heureza)

Gdzie lezy zysk? Jak oszacowaé koszt?



2017 BK:

zadanie skalarne autonomiczne — cel: dla da-
nego € > ( skonstruowac siatke adaptacyjna,
by maksymalny blad lokalny nie przekraczal e

(bez heurezy), algorytm i analiza kosztu

Algorytm —i-ty krok czasowy (25, 9;) — (Zi41, Ui+1)

Oblicz réznicg dzielong d-. = (1/f)[z, 24, . . ., Z1],

gdzie Z} sq punktami réwnoodlegltymi w [g;, 9 + gt/ r+1)]
Oblicz ¢; = 2" d| f (g;)"

P B = 2+ 2/ ( )1/ r+l) J1/(r+1) (C, — dane) :

Jesli ;.1 > bto x4 :=0b;

Oblicz pewien wielomian interpolacyjny g; dla weztéw zaleznych od ¢, @41
i funkcje .

Oblicz metoda bisekcji przyblizenie ;.1 pierwiastka

r-nia Fl(y) = Tit1 — T

(I; krokéw startujac z danego przedziatu z danym [;) ;

Gdzie zysk z adaptacyjnej siatki?
m(e) — liczba konstruowanych podprzedzia-
low, aby osiggnac¢ max btad lokalny < e: dla

siatki adaptacyjnej lub rownomierne;
1 1/(r+1)

m(s) = © (

E




Rzad ten sam, ale moze by¢ znacznie mniejsza
stata !

Dla siatki jednostajnej stata zalezy od global-
nych oszacowan pochodnych rozwigzania w |a, b|.
Siatka adaptacyjna dostosowuje sie do lokal-
nego zachowania pochodnych.

Zysk w statej moze by¢ b. istotny.

Analiza algorytmu korzysta z wlasnosci r-n ska-
larnych autonomicznych.

Uktady 77

Inna technika — mozna uzyskac¢ wyniki dla ada-

ptacji — praca w przygotowaniu Kacewicz (2017)



Podsumowanie

— adaptacja to nie to samo co adaptacyjne
siatki

— dla problemoéw kawatkami regularnych adap-
tacyjne siatki pozwalaja zachowac rzad zbiez-
nosci

— dla probleméw regularnych pozwalaja dla
pewnych funkcji zmiejszy¢ staty zbieznosci
—Scista analiza (bez heurezy) pozadana (i moz-

liwa)



