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Nieliniowe równanie ciep la

NLH

ut = ∆u + |u|p−1u, (x , t) ∈ Rd × (0,∞), p > 1

osobliwe rozwia̧zanie stacjonarne: uC (x) = c
|x|d(p−1)/2 ,

c =

(
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Równania chemotaksji — model Keller–Segela

KS
ut = ∇ · (∇u − u∇ϕ),

εϕt = ∆ϕ+ u

u = u(x , t) ≥ 0 oznacza gȩstość mikroorganizmów (np. ameb)
ϕ = ϕ(x , t) — koncentracjȩ chemoatraktanta
ε = 0: cza̧stki grawituja̧ce

ε > 0: dyfuzja chemoatraktanta

d = 2:
E2(z) = 1

2π log |z | — rozwia̧zanie fundamentalne Laplasjanu na R2.

ϕ = −E2 ∗ u, (x , t) ∈ R2 × (0,∞).

podobnie d ≥ 3: Ed(z) = −cd |z |2−d (nielokalny charakter)



Model z nielokalna̧ dyfuzja̧

ut + (−∆)α/2u +∇ · (u∇v) = 0, x ∈ Rd , t > 0,

∆v + u = 0, x ∈ Rd , t > 0.

α ∈ (0, 2] — interpretacje

osobliwe rozwia̧zanie stacjonarne
uC (x) = c

|x|α ,

c = c(d , α), c(d , 2) = 2(d − 2),

c(α, d) = 2α
Γ
(
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Rozwia̧zania globalne w czasie

NLH:
ma le dane, p > d+2

d

KS
dla d = 1

dla d = 2 jeśli M < 8π (M < M(Ω))

dla d ≥ 3 jeśli dane pocza̧tkowe sa̧ dostatecznie ma le

Rola warunków brzegowych w zagadnieniu na obszarze ograniczonym
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Rozwia̧zanie eksploduja̧ce w skończonym czasie

d = 2: M dostatecznie duże

wybuch wewna̧trz obszaru (lub na brzegu)

d ≥ 3: u0 dostatecznie skoncentrowane(∫
Rd |x |γu0(x)dx∫

Rd u0(x)dx

) d−2
γ

≤ cM,

dla pewnego 0 < γ ≤ 2 i (ma lego) c = c(d) > 0

w momencie wybuchu 0 < T <∞

lim
t↗T

sup u(x , t) =∞

co siȩ dzieje z innymi normami u(t) gdy t ↗ T?
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co naprawdȩ dzieje siȩ?
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W. Jäger, S. Luckhaus, T. Nagai, T. Senba, T.
Suzuki

wybuch rozwia̧zania: limt↗T u(x , t) =∞

co to znaczy?

jak to rozpoznać?
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Gt + ∆G = 0, G (.,T ) = δ0

G (x , t) = (4π(T − t))−d/2 exp

(
− |x |2

4(T − t)

)
∫
Rd

G (x , t)dx = 1 dla kazdego t ∈ [0,T )

W (t) =

∫
Rd

G (x , t)u(x , t)dx = e(T−t)∆u(t)(0)

inne momenty

W (t) =

∫
Rd

ψ(x)u(x , t)dx

∆ψ + λψ = 0 na kuli |x | < R,

ψ(x) = |x |2, ψ(x) = |x |γ , 0 < γ < α,

ψ(x) = (1− |x |2)
1+α/2
+

(−∆)α/2ψ(x) = mα

(
1− d+α

d |x |
2
)

na {|x | ≤ 1},
(−∆)α/2ψ(x) ≤ 0, |x | ≥ 1, a wiȩc: (−∆)α/2ψ(x) ≤ `αψ(x)
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Dowód wybuchu metoda̧ Fujity

W (0) ∈ [0,∞) dla u0 ≥ 0, i W (0) ∈ (0,∞) gdy 0 ≤ u0 6≡ 0

W (0) = eT∆u0(0)

cel: dW (t)
dt ≥ (W (t))p

dW (t)

dt
=

∫
Rd

(Gut + Gtu)dx

=

∫
Rd

G (∆u + up)dx −
∫
Rd

∆G udx

=

∫
Rd

∆G udx +

∫
Rd

Gupdx −
∫
Rd

∆G udx

=

∫
Rd

Gupdx

≥
(∫

Rd

Gudx

)p

,
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W (0)1−p −W (t)1−p ≥ (p − 1)t

dla wszystkich t ∈ [0,T ), tzn.

W (t) ≥
(
W (0)1−p − (p − 1)t

)− 1
p−1

jeśli

W (0) = eT∆u0(0) > ((p − 1)T )−
1

p−1 ,

to dla t ↗ T — sprzeczność

tzn. gdy T
1

p−1 eT∆u0(0) >
(

1
p−1

) 1
p−1

;

w szczególności gdy d ≤ 2
p−1 .
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wielkość supt>0 t
1

p−1

∥∥et∆u0

∥∥
∞

jest równowazna normie w przestrzeni Morreya Ms(Rd), s = d(p − 1)/2:

||u||Ms ≡ sup
R>0, x∈Rd

Rd(1/s−1)

∫
{|y−x|<R}

|u(y)|dy

czyli zachodzi dychotomia: dla p > 1 + 2
d istnieja̧ sta le 0 < cd < Cd <∞

dla ||u0||Md(p−1)/2 < cd rozwia̧zanie jest globalne w czasie;

dla ||u0||Md(p−1)/2 > Cd rozwia̧zanie wybucha w skończonym czasie.
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Wybuchy dla radialnych rozwia̧zań KS

u ∈ L1
loc(Rd) funkcja radialna,

v = Ed ∗ u, E2(x) = − 1
2π log |x |, Ed(x) = 1

(d−2)σd
|x |2−d , d ≥ 3,

rozwia̧zanie równania Poissona ∆v + u = 0.
Wówczas

∇v(x) · x = − 1

σd
|x |2−d

∫
{|y |≤|x|}

u(y)dy .

Dowód: z twierdzenia Gaussa:

M(R) ≡
∫
{|x|≤R}

u(y)dy = −
∫
{|x|=R}

∇v(x) · x

|x |
dS .

∇v(x) · x = − 1

σd
R1−d(RM(R)) = − 1

σd
R2−dM(R)



Wybuchy dla radialnych rozwia̧zań KS
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dW

dt
=

∫
(Gut + Gtu)dx

=

∫
(∆u −∇ · (u∇v))Gdx −

∫
∆G udx

=

∫
∆G udx +

∫
u∇v · ∇Gdx −

∫
∆G udx

= − 1

2(T − t)

∫
u∇v · xGdx

=
1

2σd(T − t)

∫
u(x , t)M(|x |, t)|x |2−dG (x , t)dx

=
σd

2σd(T − t)

∫ ∞
0

1

σd
Mr (r , t)r1−dM(r , t)r2−dG (r , t)rd−1dr

=
1

2σd(T − t)

∫ ∞
0

MrMr2−dGdr

= − 1

4σd(T − t)

∫ ∞
0

M2(r2−dG )rdr ,

=
1

4σd(T − t)

∫ ∞
0

M2r1−d
(

(d − 2) +
r2

2(T − t)

)
Gdr



w zmiennych radialnych:
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1

σd
Mr r

1−dGrd−1dr

= −
∫ ∞
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MGrdr
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∫ ∞
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M
r

2(T − t)
Gdr
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M
r
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Gdr
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dr
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ostatecznie:

dW

dt
≥ 1

4σd(T − t)
W 2(t)

(∫ ∞
0

rd+1

2(T − t)

G

r2 + 2(d − 2)(T − t)
dr

)−1

=
πd/2

8σd
W 2(t)

(∫ ∞
0

%d+1(2(d − 2) + 4%2)−1e−%
2

d%

)−1

gdzie % = r
2(T−t)1/2 .

Przypomnienie: σd = 2πd/2

Γ( d
2 )

, a zatem

dW

dt
≥ 1

Cd
W 2(t)

gdzie Cd = 16Γ
(
d
2

)−1 ∫∞
0
%d+1(2(d − 2) + 4%2)−1e−%

2

d%.



konkluzja:
jeśli W (0) = eT∆u0(0) ≥ Cd

T , to rozwia̧zanie wybucha dla t ≤ T

Równość w nierówności Cauchy’ego zachodzi gdy

0 ≤ M(r , t) =
A(t)rd

r2 + 2(d − 2)(T − t)
= (T − t)d/2−1 A(t)%d2d

4%2 + 2(d − 2)

dla pewnego A(t) ≥ 0. Wtedy: W (t) =
(

1
W (0) −

t
Cd

)−1

i rozwia̧zanie wybucha dla

W (0) =
1

2T

∫ ∞
0

A(0)rd+1

r2 + 2(d − 2)T
e−r

2/(4T )(4πT )−d/2dr =
A(0)

T

Γ
(
d
2

)
8πd/2

Cd ≥
Cd

T

tzn. A(0) ≥ 4σd .
Jeśli A(t) ≡ 4σd , to mamy jawne rozwia̧zanie

M(r , t) =
4σd r

d

r2 + 2(d − 2)(T − t)

z gȩstościa̧ 4(d−2)
|x|2 = 2uC (x) dla t ↗ T .
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Modele z dyfuzja̧ opisana̧ u lamkowym laplasjanem

ut + (−∆)α/2u +∇ · (u∇v) = 0,

∆v + u = 0,

u(x , 0) = u0(x) ≥ 0,

(x , t) ∈ Rd × [0,T ), d ≥ 2, α ∈ (0, 2]

Czy istnieje krytyczna wielkość, która decyduje o wybuchu rozwia̧zań?

naturalne skalowanie dla uk ladu
uλ(x , t) = λαu(λx , λαt),

∫
uλdx = λα−2

∫
udx ,

Gt − (−∆)α/2G = 0, G (.,T ) = δ0

W (t) =

∫
G (x , t)u(x , t)dx

G (x , t) = (T − t)−d/αR

(
|x |

(T − t)1/α

)
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dW

dt
≥ 1

Cd,α
W 2(t)

Cd,α = 2σd

∫ ∞
0

|R ′(%)|2∣∣∣ ∂∂% (%1−dR ′(%))
∣∣∣d%

warunek na wybuch:

T e−T (−∆)α/2

u0(0) ≥ Cd,α

równowazny z
||u0||Md/α � 1
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