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Réwnania chemotaksji — model Keller—Segela
KS
up =V - (Vu—uVy),
epr =Ap+u

u = u(x,t) > 0 oznacza gestos¢ mikroorganizméw (np. ameb)
¢ = ¢(x, t) — koncentracje chemoatraktanta
€ = 0: czastki grawitujace

€ > 0: dyfuzja chemoatraktanta

d=2:
Ex(z) = 5= log|z| — rozwiazanie fundamentalne Laplasjanu na R,

o =—Exu, (x,t)€R?x(0,00).

podobnie d > 3: E4(z) = —cg|z|?>~¢ (nielokalny charakter)



Model z nielokalna dyfuzja

U+ (=A)2u+ V- (uVv) =0, xeR?, t>0,

Av+u=0, xeRY t>0.
a € (0,2] — interpretacje

osobliwe rozwiazanie stacjonarne
() =
c=c(d,a), c(d,2) =2(d — 2),



Model z nielokalna dyfuzja

U+ (=A)2u+ V- (uVv) =0, xeR?, t>0,

Av+u=0, xeRY t>0.
a € (0,2] — interpretacje

osobliwe rozwiazanie stacjonarne
() =
c=c(d,a), c(d,2) =2(d — 2),




Rozwiazania globalne w czasie

NLH:
d+2
mate dane, p > 22



Rozwiazania globalne w czasie

NLH:
d+2
mate dane, p > 242

KS
dad=1



Rozwiazania globalne w czasie

NLH:
d+2
mate dane, p > 242

KS
dad=1

dla d =2 jedli M < 87 (M < M(Q))



Rozwiazania globalne w czasie

NLH:
d+2
mate dane, p > 242

KS
dad=1

dla d =2 jedli M < 81 (M < M(Q))

dla d > 3 jedli dane poczatkowe sa dostatecznie mate

Rola warunkéw brzegowych w zagadnieniu na obszarze ograniczonym
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Rozwiazanie eksplodujace w skonczonym czasie

d = 2: M dostatecznie duze
wybuch wewnatrz obszaru (lub na brzegu)

d > 3: up dostatecznie skoncentrowane

(fRd \X|7u0 x)d )
Jra to(x "
dla pewnego 0 < v <2 (ma’rego) =¢(

w momencie wybuchu 0 < T < o0

li t) =
tl/(stupu(x,) 00

co sie dzieje z innymi normami u(t) gdy t & T7?
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H. Fujita — klasyka,

F.B. Weissler, Y. Giga—R.V.Kohn, ... , Ph. Souplet;
W. Jager, S. Luckhaus, T. Nagai, T. Senba, T.
Suzuki

wybuch rozwiazania: lim¢ 7 u(x, t) = oo
co to znaczy?

jak to rozpoznaé?

kiedy to nastepuje?

co naprawde dzieje sie?



G+AG=0, G(.,T)=4d

Gx, t) = (4n(T — t))" % exp (— 4(TX| )

t)
G(x,t)dx =1 dla kazdego t € [0, T)
Rd
W(t) = G(x, t)u(x, t)dx = elT=D24()(0)
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inne momenty
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G+AG=0, G(.,T)=4d

Gx, t) = (4n(T — t))" % exp (— 4(TX| )

t)
G(x,t)dx =1 dla kazdego t € [0, T)
Rd
W(t) = G(x, t)u(x, t)dx = elT=D24()(0)

Rd
inne momenty

W(t) = y P(x)u(x, t)dx

A+ A = 0 na kuli |x| < R,
P(x) = x[% ¥(x) = [x]", 0 <y <

000 = (1 )L
(—D)*?)(x) = mq (1 — 442|x|?) na {|x| < 1},
(—A)*2h(x) <0, |x| > 1, awiec: (—A)*24h(x) < La1)(X)
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Dowéd wybuchu metoda Fujity

W(0) € [0,00) dla wp >0, i W(0)e€ (0,00) gdy 0<ug#0
W(0) = e up(0)

cel: Y > (W (1))

dt =

w
() = / (Gut + Gru)dx
dt RY
= G(Au+uvP)dx — | AGudx
RY RY
= AG udx + GuPdx — AG udx
RY R RY
= GuPdx

Rd

P
> (/ Gudx) ,
Rd
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W(0)!=P — W(t)' ™" > (p - 1)t
dla wszystkich t € [0, T), tzn.

W(t) > (W(0)' " —(p - 1)1‘)7’%1

jesli
W(0) = e ™ uo(0) > ((p— 1) T) 71,
todlat /' T — sprzecznosé¢

tzn. gdy TﬁeTAuo(O) > (ﬁ)ﬁ;

. ;. 2
w szczegdlnosci gdy d < 71
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wielkoé¢ sup,q t7-1 et uol|
jest réwnowazna normie w przestrzeni Morreya M*(R9), s = d(p — 1)/2:

il = sup  RAG/sD) / lu(y)ldy
R>0, xcRd {ly—x|<R}

czyli zachodzi dychotomia: dla p > 1 +% istnieja state 0 < ¢y < Gy < 0

dla |ug|ppaw-1/2 < €4 rozwiazanie jest globalne w czasie;

dla |uo|pae-1/2 > Cy rozwiazanie wybucha w skoriczonym czasie.



Wybuchy dla radialnych rozwiazan KS

u € Ll (RY) funkcja radialna,

loc
_ __ 1 _ 1 2—d
v=Egxu Exx)=—5-log|x], Ed(x)—m|x| ,d >3,
rozwiazanie réwnania Poissona Av 4+ u = 0.
Wéwczas

1
Vv(x) x = ——Ix|? d/ u(y)dy.
7d {lyl<IxI}



Wybuchy dla radialnych rozwiazan KS

u € Ll (RY) funkcja radialna,

loc

v=Egxu, E(x)= -5 loglx|, Ea(x) = gy X779 d > 3,
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1
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Wybuchy dla radialnych rozwiazan KS

u € Ll (RY) funkcja radialna,

loc

v=Egxu, E(x)= -5 loglx|, Ea(x) = gy X779 d > 3,
rozwiazanie réwnania Poissona Av + u = 0.
Wéwczas

1
Vv(x) x = ——Ix|? d/ u(y)dy.
7d {lyl<Ix]}

Dowéd: z twierdzenia Gaussa:

M(R) = u(y)dy = — Vv(x) - =-dS.
(%) /{IXISR} )y /{x|=R} A

Vv(x) - x = —Uide—d(RM(R)) = —GidR2—dM(R)



dw
dt

/(Gut + Gru)dx
/(Au -V - (uVv))Gdx — /AG udx

/AGudx+/qu~Vde—/AGudx

1
2T —1t)
1
20’d(T7 f)

/qu-dex

/ u(x, YM(|x], X2 G (x, )dx

_ 94 t)/ i/\/I,(r, t)rl_dM(r, t)rz_dG(r, t)rd_ldr
- 0

20’d(T Od

1 o0
S M, Mr?=9Gd
20’d(T— t) /0 r r

1 o0
_ M2(r?=9G),
404(T — 1) /0 (r26)dr,

r2

1 > 2,1-d _
4ad(T—t)/0 M <(d 2+ 57—

;) Gar



w zmiennych radialnych:

>~ 1
W(t) = Ud/o U—dM,rl_dGrd_ldr
[oe]

= — MG, dr

/MT_Gd



w zmiennych radialnych:

>~ 1
W(t) = Ud/o U—dM,rl_dGrd_ldr
[oe]
= —/ G,dr
0
> r
M——-Gdr
/o 2(T —1)

po zastosowaniu nieréwnosci Cauchy'ego:

(] =)
/0oo M2 ((d —2)+ Q(Tﬂ_t)> Gdr

1 o0 rdtlG
X / dr
20T—t)Jo r?4+2(d=2)(T-1)

W2(t)

IN




ostatecznie:

aw 1 2 o G -

- 0> -

dt  — 4ad(T—t)W(t) (/0 2(T—t)r2+2(d—2)(T—t)dr>
d/2 -1

o LA 0] AV CCRE RO Ry

80d

gdzie o = W

L /2

Przypomnienie: o4 = 2r(d) a zatem
2

dw
—>—W2t
dt — (4 ()

gdzie Cy = 16T (£) 1 [° 0?+1(2(d — 2) + 40?)~Le~¢"do.
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A(t)rd
r2+2(d —2)(T —t)
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-1
dla pewnego A(t) > 0. Wtedy: W(t) = (% _ C%)

i rozwiazanie wybucha dla

1 e A(O)rc’Jrl —2/(4T) —d/2q, _ A(O) T (%)
W(0) = ﬁ/0 me (47 T) dr = —=

tzn. A(0) > 4oy.
Jesli A(t) = 404, to mamy jawne rozwiazanie

4(7drd
r2+2(d —=2)(T —t)

M(r,t) =

z gestoscia 4(&722) =2uc(x)dlat /' T.

402 4+ 2(d — 2)

T gnd/2 ¢

Ca

- T



Modele z dyfuzja opisana utamkowym laplasjanem
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|
o o

u(x,0) = uo(x) > 0,
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ur(x, t) = A%u(Ax, A%t), [ undx = X\*72 [ udx,
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Wm:/axmmqw

G(x,t) = (T —t)"9°R <(T_|Xt|)1/a)
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