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Dlaczego lubimy funkcjonaty wariacyjne o
liniowym wzroscie?
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Odpowiedz na tytutowe pytanie jest prosta: bo sie przydajg w praktyce,
pomimo iz liniowy wzrost, czy przestrzen L(Q) sg uwazane za niewygodne
skrajne przypadki.

Jesli mowimy o uzytecznoéci, to zaczniemy od algorytmu ROF opubliko-
wane w pracy:

L.Rudin, S.Osher, E.Fatemi, Nonlinear total variation based noise
removal algorithms, Physica D, 60 (1992) 259-268.



Celem byta rekonstrukcja obrazu (gtéwnie jego krawedzi) z zaszumionych
danych. Obraz f jest przedstawiany jako skala szarosci na zbiorze (2, u to
obraz odzyskany a )\ to parametr wiernosci. Autorzy postulujg, ze poszuki-
wane u jest rozwigzaniem zagadnienia minimalizacyjnego

u = arg min £,

gdzie
A )
E() = J, |Vv|+ 2(f —v) dw.
Ten algorytm doczekat sie wielu publikacji: sama baza MathSciNet podaje
1041 cytowan tej pracy.



Fig. 4. (a) “Airplane”. (b) Noisy “Airplane”, SNR = 1.0. () Wiener filter reconstruction from (b). (d) TV reconstruction from



Na oko E wyglada niegroznie, wymaga aby funkcja u i jej pochodne byty
catkowalne, tj. u € Wb, co pociaga v € L?. Jednak nie ma powodu, aby
u, punkt minimalny E, byt w W1, Zatem nalezy oczekiwaé, ze pochodna
dystrybucyjna u bedzie miarg, a nawet |,|Du| < oo, to znaczy, ze u € BV.

Teraz juz tatwo udowodnic:

Twierdzenie 1

Jesdli QO € R? jest otwarty, ograniczony i 90 €Lip, f € L*(Q), to istnieje
doktadnie jedno rozwigzanie u zagadnienia

E(u) = min{ E(v) : v BV(Q)}. (1)

Z punktu widzenia obliczen, dane obserwacyjne, ktére sg ciggiem pomia-
row mozna interpretowac jako funkcje schodkowe, state na kwadratach
(pikselach) albo mozna zrobi¢ z nich dane ciggte, np. opisane funkcjami
kawatkami liniowymi.



W kazdym przypadku zasadne jest pytanie o gtadkos¢ «. Sam fakt, ze jest
to punkt minimalny daje nam:

Stwierdzenie 2
Jesli Q e R?, f € L?(Q), to

y
o1 Dul < || fll72s  lullz2 < CIflle

Mamy tez fakty ogolne:

Twierdzenie 3a (V.Caselles, A.Chambolle, M.Novaga, 2007)

Jesli f € BV N L>(52), u jest rozwigzaniem (1), Jy, (odpow. J¢), jest zbio-
rem skokow u, (odpow. f), to wiedy

Twierdzenie 3b (V.Caselles, A.Chambolle, M.Novaga, 2011)
Niech N < 7. Jesli f € C}}.(2) a u jest rozwigzaniem (1), to u € C}}.(€2).
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To znaczy, ze gtadkos$c¢ sie propaguje, co wiecej:

Twierdzenie 4 (A.Nakayasu-PR, 2017)
Jesli Q =T, f e whl(Q), ® jest funkcjg wypuktg o liniowym wzroscie,

A
F(v) = |y Dvl+5 fo(f - v)? dx
to u jedyne rozwigzanie zagadnienia

F(u) =min{F(v): ve BV(Q)}
nalezy do Wh1(Q).

Nie umiemy przenies¢ tego wyniku na wiekszg liczbe wymiardw.
Ten wynik méwi jednak, ze gtadko$¢ u, obecnos$¢ krawedzi lub ich brak,

bedzie zaleze¢ od REPREZENTACJI danych. Inny wynik bedzie, gdy f €
BV(Q)\ Whi(Q), ainny gdy f € Wh1(Q).



Opowiadajgc o E przemilczeliSmy warunki brzegowe, to znaczy przyjeli-
smy tzw. naturalne warunki brzegowe.

Twierdzenie 5
Jesli u jest rozwigzaniem zagadnienia

E(u) =min{FE(v) : v € BV(Q)},
to wtedy

div (%) =0 wq,

gu — ¢ na ox).

Osobng kwestig jest interpretacja tego napisu.



Jak wida¢ dos¢ tatwo przychodzi spetnienie warunkéw Neumanna. Przyj-
rzyjmy sie warunkom Dirichleta, ktore sg ,sztywniejsze“. Rozpatrzmy na-
stepujgce zagadnienie,

Jo |Du| = inf{ }, |Dv| : v € BV(Q), Tv = f}, (2)

gdy f € L'(09) jest dane. (2) jest nazywane Zagadnieniem Najmniejszego
Gradientu (ZNG).

Odnotujmy znany wynik,

Twierdzenie 6 (Sternberg, Williams, Ziemer, 1992)

Jesli O c RY jest Scisle wypuklym (mozna ostabié), otwartym i ograniczo-
nym zbiorem z gtadkim brzegiem a f € C'(0f2), to wtedy istnieje doktadnie
jednou € BV (Q)iTu = f, bedgce rozwigzaniem (2).



Zauwazmy, ze L1(0Q) jest przestrzenig $ladow,
TWhH Q) = L1 (90) = TBV ().

jest wiec sens pyta¢ o rozwigzania (2), gdy f € L'(09). Dodatkowo, za-
gadnienia minimalizowania Fj(u) = Io |Vu|P dz przy zadanych warunkach
brzegowych sg dobrze zbadane. Mozemy wigc pokusi¢ sie o przejScie gra-
niczne, gdy p — 1. Spodziewamy sie przy tym znalez¢ posta¢ réwnan
Eulera-Lagrange’a, bo znamy je dla £}, i jest to p-laplasjan:

div (|Vul[P~>Vu) = 0.



Mamy

Twierdzenie 7 (Mazon, Rossi, Segura de Léon, 2014)

1) Niech Q ¢ R bedzie otwarty i ograniczony i 90 €Lip, h € L'(99). Dla
kazdego v € BV ({)) nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) v jest rozwigzaniem

div (IV |> =0 wq, (3)
u=nh na of). (4)

(il) v jest rozwigzaniem (2).
2) Dla kazdego h € L1(09) istnieje rozwigzanie (3).

Mamy przyktady pokazujgce, ze przestrzen Sladéw rozwigzan zagadnie-
nia najmniejszego gradientu jest istotnie mniejsza niz L'(09). Gdy dane
przestajg by¢ ciggte, to tracimy jednoznacznosc.
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Cechg szczegodlng ZNG jest to, ze nie obowigzuje mocna zasada maxi-

mum, rozwigzania mogg przyjmowac wartoéci maksymalne. Przyktadowe
rozwigzania.

Przyktad 1 (Brothers, 1984; Mazon, Rossi, Segura de Léon, 2014)
Q= B(0,1), h = 2> — y?

~——
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Przyktad 2 Przyktad 2 (Gorny, PR, Sabra, 2017)

() = B(0,1), h przyjmuje wartosci 0, oy i a1 + ao.
X1

ZNG jest rownowazne nastepujgcemu zagadnieniu optymalizacji ksztattu,
gdy Q C R?,

inf{f, |p| : divp=0, pe L'(QuR?), p-v =h}
9
oraz 57 = h.
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Wrocmy do ROF. Niezaleznie od tego jak reprezentujemy dane, mozemy
iterowac proces minimalizacyjny (2),

fo—rug=:fi—u = for—...—up.

Skoro tak, to znajgc r-nia E-L dla ROF i zwazywszy, ze gdy A = 1/h, to

Upy ] — U
AMu— f) = th PSR

Tym samym iterowanie algorytmu ROF daje przyblizone rozwigzanie na-
stepujgcego zagadnienia,

uy = div (;Z‘) u(a,0) = ug(x).

To rownanie mozna wtozy¢ w ogbiny schemat rownan postaci

ug = divde(Vu), u(z,0) = up(z), (5)

gdzie @ jest funkcjg wypuktg. W rozwazanym przypadku (&) = [£].
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MieliSmy wktad w badanie (5): seria prac z PB Muchg, gdy N =1iz PBM
i Monikg Muszkietg gdy N = 2 przy ®(&) = |£1] + |£2].

Twierdzenie 8 (PB Mucha, PR, 2013)

Jesli obszarem () jest T, ¢(&) jest wypukte o liniowym wzroscie, ponadto
U, Cﬁ;g) € BV(T), to istnieje jedyne rozwigzanie (5).

To co jest ciekawe, to obejrzenie rozwigzan tego rownania dla (&) = [¢]
i ug € CL. Jesli u jest rozwigzaniem tego zagadnienia i u, > 0 (odpow.
ugz < 0) na (a,b), to sgnu, jest state na (a,b) i (sgnu,); = 0, zatem nie ma
ewolucji.

Jesli u; = 0 na (a,b), to sgn0 = £(x) nalezy rozumiec jako selekcje wielo-
wartosciowego operatora

1, p > 0,
Sgnp: [_171]7 p:07
—1, p < 0.
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Mamy zatem,

ur = &g (6)

Skoro nie ma sity zewnetrznej, to Scianka {(z,u(x)) : = € (a,b)} porusza
sie ze statg szybkoscig V.

T

h(t;)

h(t2)
h(t 9

Zatem catkowanie (6) daje,
V(b—a)=x=sgnu, (b) —sgnu, (a) € {-2,0,2}.

Potozenie Scianki jest okreslone za pomocg RRZw na h, jej odlegtos¢ od

OSI.

dh _ X 7)

15




gdzie (a(h),h), (b(h),h) sg koncami scianek. Skoro znamy sgnu, (a(h)) i
sgnu; (b(h)), to mozemy znalez¢ minimalne ciecie podrézniczki O E[u]. Jest
to prosta, ktérej tangens kata nachylenia jest prawa strong (7). W istocie
rzeczy, skonstruowaliSmy rozwigzanie potgrupowe rownania (5).

Wiadomo tez, ze mozna rozwigzanie skonstruowac, gdy u jest zaledwie
w BV.
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Zadajemy sobie pytanie, czy jest prawdziwy wynik taki, jak dla zagadnienia
minimalizacyjnego w algorytmie ROF. Ot6z mamy,

Twierdzenie 9 (A.Nakayasu, PR, 2017)

Rozwazmy

= (P¢(uz))z, u(x,0) = up(x) (x,t) € T x (0,7T), (8)

gdy @ jest funkcjg wypukta o liniowym wzroscie. Jesli vy € WhHI(T), to
jedyne rozwigzanie (8) jest takie, ze

du

we L0, T, Whh, | Olug(a, b)) de < o, () da.

//\
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