XXX-lecie IMSM, Warszawa, 21.04.2017 124

Nie tylko opdZnienia —

moje ,,tam i z powrotem”

Urszula Forys$
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Moje zainteresowania badawcze wiaza si¢ z szeroko pojetymi zastosowaniami ma-
tematyki w biologii i medycynie.

Od strony matematycznej — stosuje gléwnie uktady dynamiczne:

e skonczeniewymiarowe (réwnania rézniczkowe zwyczajne, uktady dyskretne)

e nieskoriczeniewymiarowe (réwnania z opéZnionym argumentem, rownania re-
akcji - dyfuzji).

Zajmuje si¢ proponowaniem, modyfikowaniem i analizowaniem modeli opisujacych:

e rdzne procesy towarzyszace rozwojowi choroby nowotworowej oraz leczenie
tej choroby,

e dziatanie uktadu odpornosciowego (réwniez w kontekscie immunoterapii no-
Wotworow),
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e patologie pracy serca,

e procesy epidemiologiczne i ekologiczne (szczegdlnie w potaczeniu),

e oddzialywania w uktadach diadycznych.

Jednym z gléwnych stosowanych przeze mnie narzgdzi sa nieskonczeniewymiaro-
we pétuktady dynamiczne generowane przez réwnania rézniczkowe z opdZnionym
argumentem — prace gltéwnie z Markiem Bodnarem i Monika J. Piotrowska.

Od strony analitycznej zajmujg/zajmujemy si¢ gléwnie badaniem stabilnosci; szcze-
g6lnie stabilnosci globalnej!

Bardzo istotna jest takze nieujemnos¢ rozwigzafi dla nieujemnych warunkéw po-
czatkowych, gdyz zwykle rozpatrywane modele opisuja wielkoSci réznych populacji
czy gestosci pewnych substancji.
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Zbadanie globalnej stabilnosci dla réwnaii z opdZnionym argumentem najczesciej
jest bardzo trudne, o ile w ogdle mozliwe, np. bardzo trudno zaproponowaé odpo-
wiedni funkcjonat Lapunowa.

Czgsto stosuje si¢ metody wymyslone dla bardzo konkretnego typu réwnan.

Nieco doktadniej — od strony analitycznej w swoich pracach badam gtéwnie:

e nieliniowe uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych w konteksScie global-
nego istnienia nieujemnych rozwiazan, lokalnej i globalnej stabilnosci roz-
wigzan stacjonarnych, wystgpowania cykli granicznych i r6znych bifurkacji,
w tym bifurkacji Hopfa;

e liniowe i nieliniowe réwnania/uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych
z op6znieniem dyskretnym w kontekscie jak wyzej, ze szczegélnym uwzgled-
nieniem badania dynamiki rozwigzan w zalezno$ci od zwigkszajacego si¢ op6z-
nienia (op6Znien) oraz mozliwych zmian stabilnosci ze wzglgdu na zmiany

op6Znienia;
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e nieliniowe réwnania i uktady réwnan reakcji-dyfuzji, zaréwno bez jak i z opdz-
nieniem, w konteks$cie jak wyzej;

e ostatnio takze rdwnania z impulsami oraz zagadnienia optymalnego sterowa-
nia (przy modelowaniu leczenia).

( ,,Tam i z powrotem” )

,»TAM”’: Moje pierwsze prace dotyczyly modelowania reakcji odpornosciowe;.

Model, ktérym sig¢ zajmowatam poczatkowo, zostal zaproponowany przez G.I. Mar-
czuka w roku 1980 i w najprostszej postaci opisuje tzw. humoralna odpowiedZ od-
pornosciowa.

W tym typie odpowiedzi odpornoSciowej za niszczenie antygenu (czynnika wywo-
tujacego reakcje odpornosciowa), ozn. V, odpowiadaja przeciwciata'— biatka prze-
mieszczajace si¢ swobodnie w krwi i limfie (stad nazwa ,,humoralna”), ozn. F.
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Biatka te sa produkowane przez tzw. komérki plazmatyczne; ozn. C.

Opisujemy dynamike w czasie trzech zmiennych V, Ci F:
V(D)= (B-yF0) V),
C) = aV(t-1)F(t —1) = pc (C(1) - C), ()
F(1) = pC(t) = (ur +myV (D) F(0).

W modelu 7 odzwierciedla czas potrzebny na przekazanie sygnatu i wyprodukowa-
nie nowej komoérki, a C* to fizjologiczny poziom komdrek plazmatycznych.

»» TAM”: W pracy magisterskiej rozpatrywalam model Marczuka (1) z opdZnieniem
W postaci catkowe;:

0
Vi-F(t-1) — fV(s)F(s){(s)ds

dla réznych rozktadéw ¢. Tego zagadnienia dotycza moje pierwsze publikacie.
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W moich kolejnych pracach pojawiaja si¢ gtéwnie modele w opdZnieniami dyskret-
nymi.

Jednak najnowsza publikacja dotyczy takze badania wptywu opdZnienia w postaci
catkowej na dynamike pewnego modelu.

Badania dotyczyly modelu procesu angiogenezy nowotworowe;.

Wyjsciowy model, zaproponowany przez M. Bodnara & U.F., stanowi modyfikacje
modelu zaproponowanego przez zespot prof. Zvii Agur (IMBM, Izrael).

W wyjSciowym modelu (uktad trzech réwnan z opéZnionym argumentem, opisuja-
cy rozmiar nowotworu; wielko$¢ sieci naczyniowej i stezenie protein regulujacych
proces dojrzewania naczyn) rozwigzania zawsze oscyluja, co udowodniliSmy w

e U. Forys, Y. Kheifetz, Y. Kogan, Critical-point analysis for three-variable can-
cer angiogenesis model, Math Biosci Eng 2(3) 2005, 511-525.
W zwiazku z dynamika okresowa model nie moze odda¢ stabilizacji naczyh krwio-
nosnych, ktora jest obserwowana czgsciej niz oscylacje.
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Dlatego zaproponowali§my modyfikacje, ktora opisuje dynamike tych samych zmien-
nych: N — rozmiar guza, P — stezenie bialek, ktére reguluja wzrost i dojrzewanie
naczyn krwiono$nych, E — efektywna gestos$¢ naczyn.

Rozpatrujemy uktad réwnan

ooy B N(t)
0 =0 1= )
P(1) = H(E()N(t) — SP(1), )
. N
E(t) = (fS(P(I -T12) - 0(1 - W((tt)—‘rl)))) E(),

gdzie funkcje fj, j = 1,2, 3, sa ciagle, fi, f3 sa rosnace, fi(0) = 0, lim,_« fi(x) =
by >0, f3(0) <0, f3(c3) =0, lim,,e f3(x) = b3 > 0, a f, maleje do 0.

Juz analiza istnienia i stabilno$ci stanéw stacjonarnych w modelu bez opdznienia
okazata si¢ dos¢ skomplikowana — w zaleznoSci od postaci funkcji f; ukfad (2)
moze mie¢ dowolnie wiele standw stacjonarnych.
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Zaktadajac konkretne postaci funkcji fj:

blEz an (a3 +b3)P2
) E = B P == - b
5 f(E) T+ dF f(P) o as

J(E) =

as

udato nam si¢ wykazaé, ze w ptaszczyZnie parametrow (as, by) tworzy si¢ petla hi-
sterezy.

Dla takich funkcji istnieja 3 stany stacjonarne:
—A =(0,0,0) jest zawsze siodlem,
— stabilnos$é B = (1,a,/6, 0) zalezy od znaku wyrazenia c30 — ay,

— dla dodatniego stanu C symulacje numeryczne wykazaty, ze wraz ze zwigkszaja-
cym si¢ op6Znieniem stan ten traci stabilno$¢ i ma miejsce bifurkacja Hopfa.

e M. Bodnar, U. Forys, Angiogenesis model with carrying capacity depending
on vessel density, J Biol Syst 17(1) 2009, 1-25.
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Analiza modelu z jednym niezerowym opdZnieniem' zajeta si¢ moja magistrantka,
Ewa Niziriska. Badania kontynuowali§my z M.J. Piotrowska i M. Bodnarem.

Okazato sig, Ze stabilno$¢ stanéw stacjonarnych A i B nie zalezy od wielkosci op6z-
nienia, a wynik uzyskany poczatkowo numerycznie zostat potwierdzony analitycz-
nie. WykazaliSmy tez, ze jesli dodatnich standéw jest wigcej, to te niestabilne w mo-
delu bez op6znienia, pozostaja niestabilne bez wzgledu na wielko$¢ opdznieri.

e M. Bodnar, M.J. Piotrowska, U. Forys, E. Nizifiska, Model of tumour angio-
genesis — analysis of stability with respect to delays, Math Biosci Eng 10(1)
2013, 19-35.

»Z POWROTEM”: A potem pojawil si¢ Emad Attia, doktorant z Egiptu, ktéry
dostat zadanie zbadania tego modelu z opéZnieniem w postaci catkowe;j.
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Tym razem jednak byto to opéZnienie w postaci catkowej typu:

f N f(OG(x(t — 1))dT,
0

gdzie f : [0,00) — R} jest gestoscia rozktadu prawdopodobienistwa o skoficzonej
warto$ci oczekiwane;j.

Niektore wyniki dla opdZnienia dyskretnego (w szczegdlnosci te, gdzie nie bylo za-
leznosci od opdznienia) udato si¢ uogdlni¢ na dowolne op6Znienie w postaci catko-
wej, ale wigkszo$¢ wynikdw wymagata uwzglednienia konkretnej funkcji gestosci.
Wyniki zostaty opublikowane w artykule:

e E. Attia, M. Bodnar, U. Forys, Angiogenesis model with Erlang distributed
delays, Math Biosci Eng 14(1) 2017, 1-15.

»»Z POWROTEM”: Modelowaniem odpowiedzi odpornos$ciowej, gtéwnie na obec-
no$¢ nowotworu, zajmowatam si¢ pdZniej (przewaznie w kontekScie immunoterapii).
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Prace z tego zakresu prowadzitam m.in. we wspétpracy z zespotem prof. Zvii Agur
z IMBM w Izraelu (kolejne ,,z powrotem”, tym razem do Izraela) .

W szczegdlnosci zajmowatam si¢ immunoterapia nowotworéw moézgu oraz immu-
noterapig raka prostaty.

Immunoterapia nowotworowa jest pojeciem bardzo szerokim i obejmuje szereg dzia-
tait majacych na celu stymulowanie odpowiedzi odporno$ciowej organizmu na obec-
no$¢ nowotworu.

Jest to terapia niestandardowa, ze wzgledu na kosztownos$¢ badan klinicznych z nig
zwiazanych.

Poniewaz prace dotyczace immunoterapii jednoczes$nie pokazuja, ze terapia ta mo-
7e by¢ skuteczna i pozwalaja na szacowanie dawek terapeutycznych, wigc prace te
zaliczam do najwazniejszych moich prac z aplikacyjnego punktu widzenia.
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(Immunoterapia glejakow )

Glejaki s3 nowotworami mézgu, przy czym glejaki wysokiego stopnia (III i IV),
ktérych dotyczyla pierwsza praca z zespotem prof. Z Agur, daja bardzo zte roko-
wania — w przypadku glejakéw IV stopnia przezywalno$¢ przy stosowanej terapii
standardowej nie przekracza 1,5 roku.

Podstawowy model immunoterapii zostal zaproponowany przez zespét prof. Agur
i uogdlniony w naszym artykule

e Y. Kogan, U. Forys, N. Kronik, O. Shukron, Z. Agur, Cellular immunotherapy
for high grade gliomas: mathematical analysis deriving efficacious infusion
rates based on patient require analysis, SIAM J Appl Math 70(6) 2010, 1953—
1976

Reakcje odpornosciowa opisuje uktad szeSciu nieliniowych réwnai zwyczajnych.
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Cho¢ cz¢sé¢ z nich ma do$¢€ prosta postac, to jednak posta¢ réwnania na zmiang ob-
jetosci nowotworu jest juz na tyle skomplikowana, ze trudno ten model analizowac.

Doktadniej, pierwsze réwnanie uktadu ma postaé
T = (T ~ fr(x0grh(T)CT,

gdzie:

T — wielko$¢ nowotworu,

C — populacja limfocytéw cytotoksycznych (CTL),

r(T) — wspoétczynnik wzrostu nowotworu,

Jfr(x) — redukcja efektywnosci komérek cytotoksycznych w obecnosci TGF-8 (ang.
transforming growth factor-beta, czynnik wzrostu nowotworu),

gr(u) — zalezno$¢ efektywnosci CTL od liczby receptoréw giéwnego systemu zgod-
nosci tkankowej MHC Kkl. I prezentowanych przez komérke nowotworowa,

h(T) — opisuje efekt ,,przegeszczenia”, czyli zmniejszenie dostgpnosci komérek no-
wotworowych dla komérek cytotoksycznych wraz ze wzrostem objgtosci nowotwo-
ru.
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Pozostate rownania opisuja zmiany w czasie populacji komédrek cytotoksycznych,
liczby czastek gtéwnych systeméw zgodnosci tkankowej kl. 11 I oraz TGF-£ i inter-
feronu-gamma (INF-y).

ZbadaliSmy istnienie réznego typu standéw stacjonarnych, ich lokalna stabilno$¢ oraz
wyznaczyli§my warunki skutecznego leczenia, czyli stabilnosci stanu stacjonarnego
odzwierciedlajacego zdrowy organizm.

W przygotowaniu jest tez praca, w ktdrej stosujac przyblizenia quasistacjonarne zre-
dukowaliSmy model do czterech rownan, ktére udalo si¢ przeanalizowa¢ w kontek-
Scie globalnym i dosta¢ do$¢ proste formuty opisujace efektywne dawki terapeutycz-
ne.

(Immunoterapia raka prostaty )

Jedna z najnowszych prac (z M. Bodnarem i Y. Koganem) dotyczy analizy modelu
immunoterapii raka prostaty zaproponowanego réwniez przez zespot prof. Agur.
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e U. Fory$, M. Bodnar, Y. Kogan, Asymptotic dynamics of some #-periodic one-
dimensional model with application to prostate cancer immunotherapy, J Math
Biol 73(4) 2016, 867-883.

Model opisuje kaskade proceséw zachodzacych w ramach reakcji odpornos$ciowe;j
na szczepienie.

Okazuje sig, ze asymptotyke tego uktadu mozna opisac pojedynczym réwnaniem, co
pozwolito nam oszacowa¢ skuteczno$¢ terapii.

W pierwszej czegsci pracy zbadaliSmy dynamike ogélnego réwnania, ktérego szcze-
g6lny przypadek stanowi asymptotyczne réwnanie uzyskane dla modelu immunote-
rapii.
RozwazaliSmy zagadnienie Cauchy’ego

x=xF@tx), x(to)=x0, Xo, 1% 20, 3

z funkcja F spelniajacq warunki:
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F jest ciagta i jednostajnie ograniczona, rosnaca ze wzgledu na x i spetnia lokalnie
warunek Lipschitza ze wzglgdu na x w D = R? (tu R, = [0, +0)), F(t + 1,x) =
F(t, x) (F jest t-okresowa o okresie 1).

Dla funkcji t-okresowej wystarczy rozpatrywac warunek poczatkowy z # € [0, 1).
Mamy tez x(t) > 0, ¢t > 0, dla xo > 0.

e Jedli Fy = fol F(s,0)ds > 0, to kazde rozwiazanie zagadnienia (3) z xo > 0
dazy do +oo przy t — +oo.

e Jedli Fy = fol F(s,0)ds < 0 oraz F(t,x) — f(¢t) > 0 jednostajnie przy x —
+00, to istnieje krzywa y : [0, 1) — (0, +00), taka ze jesli
Xo < (o), to rozwiazanie zagadnienia (3) zbiega do O;
Xo > y(ty), to rozwiazania zagadnienia (3) daza do +oo;
xo = y(t), to x(tp + 1) = y(#) 1 krzywa vy przedtuzona okresowo na

[1, +00) jest okresowym rozwiazaniem zagadnienia (3).
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» TAM”: W 2008 roku przyjechata Ting Liu na roczne stypendium doktoranckie.
W 201012011 wyjechatam do Chin.

Jeden z artykutéw, ktéry jest wynikiem mojej wspotpracy z zespotem prof. Anpin-
ga Liu, dotyczy badania globalnej stabilnosci modelu z op6Znieniem i pokazuje, ze
funkcjonaty Lapunowa dla takich modeli nie maja prostej postaci.

RozwazaliSmy réwnanie

Y (@) = F(y/(0), y/(=7)) = cy/(0), ¢>0, 4)
gdzie F : R? — R jestkl. C'.
BadaliSmy réwnanie (4) w zbiorze Q funkcji ciaglych na odcinku [-7,0] o warto-
Sciach z przedziatu [0, 1], przy zatozeniu, ze F spetnia:
1. F(u,v) 20dlau,v € [0, 1], przy czym F(1,v) < cdlav € [0, 1],
2. F(u,0)=0dlau €[0,1].
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Zatozenie 1. implikuje, ze Q jest zbiorem dodatnio niezmienniczym dla réwna-
nia (4), a 2. wystarcza, by y = 0 bylo stanem stacjonarnym (ale jest silniejsze niz
warunek konieczny F(0,0) = 0, natomiast wykorzystane zostato w dowodzie glo-
balne;j stabilnosci).

Najpierw, stosujac U; : Q — R zdefiniowane jako

#(0) F(0 0
Ui(4) = f lim F((O_::))d0'+ f cp(9)do, )
0

=T

przy dodatkowych zalozeniach:

Fkl. C%i pochodne czastkowe F spelniaja nieréwnosci F,(u,v) < 0, F,(u,v) > 0,
F,,(u,v) <0, F,,(u,v) <0, F,,(0,0) < ¢, wykazaliSmy, ze stan y = 0 jest globalnie
stabilny w Q.

Nastgpnie rozwazaliSmy dodatni stan stacjonarny, przy odpowiednich zalozeniach
gwarantujacych istnienie tego stanu (np. wystarczy zatozy¢, ze F,(0,0) > c).
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Definiujac

#(0) 0
U2(¢)=fF(y ’y)da—y*ln@mf(qs(e)— *ln@)de (6)
It

F(o,y)
byliSmy w stanie wykaza¢ globalna stabilno$¢ dodatniego stanu stacjonarnego we-
wnatrz Q.

e G. Huang, A. Liu, U. Forys, Global stability analysis of some nonlinear delay
differential equations in population dynamics, J Nonlinear Sci 26(1) 2016, 27—
41.

»»Z POWROTEM”: W poniedziatek lece ponownie do Chin...

Tym razem wizyte przygotowuje Qing Tang, ktéry byt magistrantem w trakcie mo-
jego pierwszego pobytu w 2010, a potem zrobit doktorat w Hiszpanii.
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,» TAM”’: Modelowanie relacji diadycznych wigze si¢ ze wspéipraca z magistrantka
T. Platkowskiego, Natalig Bielczyk. Powstaty 2 artykuly dotyczace wptywu op6z-
nienia na oddziatywania migdzy dwiema osobami (w kontekscie zwiazkéw roman-
tycznych).

W pierwszej pracy rozwazaliSmy uktad

i) = anr(t — 711) + anjlt — 112),
J(O) = anr(t — 1) + anjt — 1),

)

gdzie r i j odzwierciedlaja emocje partnerdéw, zas 7y > 0, k,[ € {1,2} to opdZnienia
reakcji.

Przeprowadzili§my szczeg6towa analiz¢ modelu gdy jedno z opdzniefi jest niezero-
we.

Dzigki temu dokonaliSmy systematyzacji liniowych uktadéw z pojedynczym dys-
kretnym opdznieniem w kontekscie mozliwych zmian stabilnoSci, takze dla modeli
nieliniowych.
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e N.Bielczyk, U. Forys, T. Platkowski, Dynamical models of dyadic interactions
with delay, J Math Sociol 37(04) 2013, 223-249.

Bardziej skomplikowany model nieliniowy rozwazaliSmy w artykule, ktéry ukazat
si¢ wezesniej.
e N. Bielczyk, M. Bodnar, U. Forys, Delay can stabilize: Love affairs dynamics,
Appl Math Comput 219 2012, 3923-3937.

,» Klasyczny model” rozpatrywany gtéwnie przez grupe Sergia Rinaldiego postuzyt
7 kolei do opisu spotkai 0os6b o nastawieniu optymistycznym i pesymistycznym —
gtéwne hasto to ,,Kto z kim lubi/chce si¢ spotykac?” Artykutl na ten temat powstat
w oparciu o wyniki pracy licencjackiej Joanny Goéreckiej (licencjatka M.J. Piotrow-
skiej) i mamy nadzieje, ze niedlugo si¢ ukaze.

»Z POWROTEM”: Z Natalig Bielczyk, ktora jest obecnie doktorantka w Holan-
dii w dziedzinie ,,neuroscience”, wraz z naszymi studentkami Martyna Ptomecka
i Katarzyna Piskata koficzymy poprawki do artykulu z modelowania postrzegania
ludzkiego w sytuacji ambiwalentne;j.
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» TAM”’: W drugiej potowie lat 90. XX wieku zglosili si¢ do mnie lesnicy z Zaktadu
Ochrony Laséw Instytutu Badawczego Lesnictwa z pro§ba o oszacowanie, na ile
modelowanie matematyczne mogtoby by¢ przydatne do prognozowania zagrozenia
laséw przez szkodniki liScioZerne.

Niestety, dane, ktérymi wéwczas dysponowali lesnicy, byly w wigkszosci zero- je-
dynkowe: albo na danym obszarze wystapita gradacja (1), albo nie (0).

Takie dane niestety nie moga by¢ podstawa modelowania w oparciu o uktady dyna-
miczne, zatem nasza wspOtpraca dos$¢ szybko si¢ zakoniczyla.

»»Z POWROTEM”: Na poczatku tego roku zgtosita si¢ do mnie nowa kierownik te-
go zakltadu, ale tym razem dane sa znacznie bogatsze, wigc mam nadziejg, ze wspot-
praca si¢ rozwinie...
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( Dziekuje za uwage! )




