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Skokowe procesy Markowa (czas ciggty, przestrzen
dyskretna)

v

X = {X(t), t™" < t < ™} jest procesem Markowa na
dyskretnej przestrzeni stanéw S.

Intensywnos¢ przejscia ze stanu s € S do §' # s:

v

lim %IP’ (X(t+h) = §1X(1) = s) = Qu(s. §).

v

Intensywnos¢ wyjscia ze stanu: Qi(s Z Qi(s, )
S'#s

v

Proces jest jednorodny jesli Q; = Q.



Modele reakcji (bio)chemicznych

v

,Réwnania reakcji”:
» reakcja1: A+ 2B — C,

> ...
» reakcjak: ....

v

Stan procesu: s = (na, ng, n¢, np) € {0,1,...}4.

v

Intensywnos$¢ zachodzenia reakgciji
Q")((na, n, nc, np), (na—1,n8 — 2, n¢c + 1, np)) zalezy od
stanu.

Proces jednorodny: Q = Q(1) + ... Q).

v



Przyktad sieci bayesowskiej z czasem ciggtym (CTBN)




Sieci bayesowskie z czasem ciggtym (CTBN)

Graf skierowany (N, ). Dla i € W, niech pa(i) = {j: i — i}.
Stan procesu to konfiguracja s = (s))icw, gdzie s; jest
elementem skonczonego ,alfabetu stanéw” wierzchotka i.

CTBN jest jednorodnym procesem Markowa z czasem ciggtym
na przestrzeni konfiguracji, z macierzg intensywnosci
QU(s;, 8l Spaqy) JeSlis_j=5_;isi#s]
Q(s,s) = dla pewnego i;
0 jesli s_; # &' ; dla wszystkich /,

dlas #¢.



Ukryte modele Markowa

» Proces X jest nieobserwowany.

» Obserwujemy zmienng losowa Y o rozktadzie
prawdopodobienstwa p(Y|X).

» Zadanie: obliczy¢ rozktad a posteriori p(X|Y'). Powiedzmy,
ze znamy p(X) i p(Y|X).



Ukryte modele Markowa

» Proces X jest nieobserwowany.
» Obserwujemy zmienng losowa Y o rozktadzie
prawdopodobienstwa p(Y|X).

» Zadanie: obliczy¢ rozktad a posteriori p(X|Y). Powiedzmy,
ze znamy p(X) i p(Y|X).

» Szczegllny przypadek: obserwujemy stan procesu w
momentach {MN < 96 < ... < (oPS < Max 7 hledem
losowym. Formalnie, ciag zmiennych losowych
Y = {i...., Y} taki, ze p(Y|X) = [T, p(Vi|X(2%)).

» Szczegllny przypadek: obserwujemy pewne wierzchofki
CTBN, inne sg ,ukryte”.




Algorytmy MCMC dla skokowych proceséw Markowa

Rozktad a posteriori w(X) = p(X|Y) jest rozktadem
docelowym, Y jest ustalone.

Generujemy fancuch Markowa Xy, X1, ..., Xn, ... taki, ze 7(X)
jest rozktadem stacjonarnym i X, — .

. 1 . .
Rozktad empiryczny 7, = po >/~ dx; jest aproksymacja .

Rozktad 7 jest miarg probabilistyczng na przestrzeni trajektorii
skokowego procesu Markowa, X, = (Xin(f) : t™" < ¢ < M),
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Reprezentacja trajektorii

,Nadmiarowa reprezentacja” procesu
X =(X(t): M <t < tME):
» Ty, To, ..., Ty —losowe momenty skokéw (by¢ moze
~wirtualnych”).
» So, S1,..., Sy —.szkielet”: S; = X(T;).
» X(H)=S;1dlaT1<t<T,.
» T; jest skokiem wirtualnym jesli S; = S;_1.

X — tmin T1 T, TN fmax
SO S1 S/‘ SN ’

gdzie N=max{n: T, < 1}.



,2UJniformizacja”

Niech X > maxs Q(s), gdzie Q(s) = > . Q(s, s).
» Ty, To,..., Ty — jednorodny proces Poissona z
intensywnoscig \.

» Sy, Sq, ..., Sy — jednorodny tancuch Markowa z
prawdopodobienstwami przejscia

Q(s,s)

3 jesli s # s’ (Rzeczywisty skok)

Q) jegli s = &' (Wirtualny skok) .



Algorytm Metropolisa-Hastingsa

B. Miasojedow, WN, J. Noble, K. Opalski (2014, 2016).

Niech X oznacza nadmiarowg reprezentacije trajektorii, = jest
rozktadem a posteriori.

Krok algorytmu MCMC: X, = X — X' = Xjp14.

Generujemy ,propozycje” X* ~ q(X, ) i akceptujemy ruch
X — X' z prawdopodobienstwem

T(X*)q(X*, X)
a(X, X)) =1N =
X =11 2 3a0 x)
» Jesli akceptujemy, to X' = X*.

» Jedli nie, to X' = X.

Prawdopodobienstwo akceptaciji jest tak dobrane, ze = jest
rozktadem stacjonarnym.



Algorytm Metropolisa-Hastingsa

4 typy ,ruchow”:

ChangeTime: T; — T/

ChangeState: S; — S;

Removedump/Adddump: T = (Tq, ..., Ti_1, T, Tixq,..., Tn) <
T = (T17--'a Ti—17 7-i+17-"7TN)'

+ odpowiednie prawdopodobienstwa akceptaciji.



Algorytm Rao i Teha

V. Rao, Y.W. Teh (2012, 2013).

(T,S)=(J,V,S) = (Rzeczywiste skoki, Wirtualne skoki, Szkielet).

Probnik Gibbsa:
(T,S)=(J,V,S) = (J,V',S)=(T",S)— (TS



Geometryczna ergodyczno$¢ algorytmu Rao-Teha

TWIERDZENIE (B. Miasojedow i WN)

Zatézmy, ze macierz intensywnosci Q jest nieprzywiedina i

A > maxs Q(s). Wtedy faricuch X, generowany przez algorytm
Rao i Teha jest geometrycznie ergodyczny. Istnieje stata~y < 1 i
funkcja M takie, Ze dla kazdego X,

1P(Xim| Xo) — 7 (X)l7v < v"M(Xo).



Geometryczna ergodyczno$¢ algorytmu
Metropolisa-Hastingsa

TWIERDZENIE (B. Miasojedow, WN, J. Noble, K. Opalski)

Zatézmy dodatkowo, zZe infs.s Q(s,s’) > 6 > 0. Wtedy faricuch
Xm generowany przez algorytm Metropolisa-Hastingsa
(skonstruowany przez nas) jest geometrycznie ergodyczny.



Geometryczna ergodyczno$¢ algorytmu
Metropolisa-Hastingsa

TWIERDZENIE (B. Miasojedow, WN, J. Noble, K. Opalski)
Zatézmy dodatkowo, zZe infs.s Q(s,s’) > 6 > 0. Wtedy faricuch
Xm generowany przez algorytm Metropolisa-Hastingsa
(skonstruowany przez nas) jest geometrycznie ergodyczny.

Przyktad
Niech § ={0,1,2,3,4}, Q(s,s+1mod5) > 0
Q(s,s — 1 mod 5) > 0, pozostate intensywnosci = 0. Lancuch

generowany przez algorytm Metropolisa-Hastingsa nie jest
geometrycznie ergodyczny.



[@ V.Rao, Y. W. Teh. MCMC for continuous-time discrete-state
systems. In Advances in Neural Information Processing
Systems, 701-709, 2012.

[§ V.Rao, Y. W. Teh. Fast MCMC sampling for Markov jump
processes and extensions. Journal of Machine Learning
Research, 14, 3207-3232, 2013.

[§ B. Miasojedow, W. Niemiro, J. Noble, K. Opalski.
Metropolis-type algorithms for Continuous Time Bayesian
Networks. arxiv:1403.4035v1.

[§ B. Miasojedow, W. Niemiro. Geometric ergodicity of Rao
and Teh’s algorithm for homogeneous Markov jump
processes. Statistics and Probability Letters 113, 1-6,
2016.



	Main Talk
	Skokowe procesy Markowa
	Definicja i przykłady
	Ukryte modele Markowa

	Algorytmy MCMC
	Reprezentacja trajektorii
	Algorytm Metropolisa-Hastingsa
	Algorytm Rao i Teha

	Geometryczna ergodycznosc
	Geometryczna ergodycznosc algorytmu Rao i Teha
	Geometryczna ergodycznosc algorytmu Metropolisa-Hastingsa



